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Sazetak

Tema ovog specijalistickog zavrSnog rada je RjeSavanje problema pronalaska
maksimalnog kapaciteta Ford-Fulkersonovim teoremom. Grafovi, odnosno mreze, s
pridodanim vrijednostima, tj. tezinski grafovi, uvelike olakSavaju prikaz problema za njegovo
lakSe shvacanje i racunanje. Algoritmi su vrlo korisni za postavljanje problema i njegovo
rjeSavanje, dakle, daju to¢no propisan slijed potupaka za dolazak do konacnog i toCnog
rjeSenja. lako je rjeSavanje algoritmom komplesno, njegovi rezultati olakSavaju mnoge
probleme, vrlo efikasno i prometne. U radu je koristen Ford-Fulkersonov algoritam, odnosno
teorem, za rjeSavanje maksimalnog kapaciteta u odabranim ulicama u centru grada Rijeke.
Algoritam se moze rijeSiti na dva nacina, koriste¢i dvije metode te su u radu prikazane obje.
Prikazano je raCunanje na primjeru maksimalnog kapaciteta, koji predstavlja tezak problem
zbog mnogih varijabli koje utjeCu na kapacitet. Nije moguce izraCunati tocan kapacitet,
pomocu to¢no definirane formule, jer ovisi o mnogo faktora koji utjeCu na razliCitost
kapaciteta te je upotrebom Ford-Fulkersonovog teorema prikazan izracun, koji daje toc¢ne

podatke 1 primjenjiv je na sve vrste prometnica i faktora koji utjecu na kapacitet.

Kljucne rijeci: mreza, alogritam, kapacitet, metoda etiketiranja, metoda dodavanja pozitivnog

toka
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1. UvOoD

1.1. Problem, predmet i objekt istrazivanja

Problem obraden u zavr$nom radu je problem izraCunavanja maksimalnog kapaciteta.
S obzirom da ne postoji univerzalni nacin za racunanje kapaciteta prometnica i da uvelike
ovisi o razli¢itim ¢imbenicima i reakcijama vozaca, problem je vrlo kompleksan te nema
jedinstvenog nacina niti formule za njegovo racunanje. Problem se, u ovom radu, pokusao
prikazati iz vise aspekata, kako bi se dokazala kompleksnost. Bilo bi mnogo jednostavnije kad
bi prometni tok mogao biti homogen, medutim to ne postoji te je onda racunanje kapaciteta
vrlo zahtjevno. Problem je moguce rjeSavati na nacin da se izraGuna kapacitet za homogeni
prometni tok, pa naknadno, po potrebi, umanjuje kapacitet, ovisno o ograni¢enjima. U radu je
problem rjesavan na slozeniji nacin, dakle, unaprijed su zadana odredena ogranicenja te je
izraCunat kapacitet koji u sebi sadrzava zadana ogranicenja. Optimalno i najto¢nije rjeSavanje
moguce je dobiti matematickim modeliranjem, koriStenjem odgovaracujeg algoritma te je

problem rijeSen upravo na taj nacin.

Predmet istraZivanja u ovom radu su grafovi, odnosno mreze i njihova primjena na
realne situacije. Povezano s time, predmet istrazivanja je teorem, kojim je rijeSen problem, jer
je direktno vezan uz mrezu ulica te je potrebno istraziti teorem i njegove znacajke, koristi od
rjeSavanja 1 dobivene rezultate, kako bi se dokazala vaZnost predmeta istraZivanja na

rjeSavanje problema.

Objekti istrazivanja su ulice u gradu Rijeci, u kojima se racuna kapacitet i u kojima su
mjerene odredene vrijednosti potrebne za izracun. Kao objekt istrazivanja prikazani su i1
semafori, unutar tih ulica, jer su koristeni kao ograni¢enje u ra¢unanju kapaciteta. U ulicama,
prilikom raCunanja kapaciteta, uzet je u obzir i broj voznih traka, tako da su glavni objekti
istrazivanja, ulice u gradu Rijeci, koje su koriStene u radu, ukljucujuci i ogranicenja, kako bi

racunanje pomocu teorema dalo precizno rjeSenje.



1.2.  Svrhai ciljevi istrazivanja

Svrha rada temelji se na prikazivanju vaznosti kapaciteta prometnica i na¢inju njegova
rjeSavanja. S obzirom na tezinu i1 kompleksnost zadatka, svrha istrazivanja je prikazati
moguénost rjeSavanja pomocu algoritma te dokazati mogucnost rjeSavanja i dobivanja
preciznih podataka o maksimalnom kapacitetu vozila. Takoder, svrha istrazivanja je dokazati
Siroku primjenjivost u rjeSavanju problema kapaciteta ovim algoritmom, jer kapacitet ovisi 0
mnogim ¢imbenicima, odnosno ulaznim podatcima. U radu je prikazan primjer na ulicama u
gradu Rijeci te je svrha izracunati to¢an rezultat, ali 1 dokazati da je primjena teorema moguca

na bilo kojoj drugoj lokaciji, s razli¢itim ograni¢enjima.

Svrha istraZzivanja obuhvaca i prikaz vaznosti teme, kojom se bavi ovaj rad, njezine
vaznosti i tezine dolaska do konkretnih podataka, kao i istrazivanje algoritma, koji se koristi
za rjeSavanje problema. Takoder, svrha istrazivanja je dati odgovore na najvaznija pitanja, od
kojih su izdvojena sljedeca. Navedena pitanja predstavljaju ciljeve istrazivanja.

- Sto je teorija grafova, koristena u svrhu optimizacije?

- Sto je tezinski graf, odnosno mreZa i kada se koristi?

- Sto su algoritmi i koja su njihova svojstva?

- Kako se prikazuje maksimalan protok kroz mrezu?

- Objasniti metodu etiketiranja.

- Objasniti metodu dodavanja pozitivnog toka.

- Cemu sluzi Ford-Fulkersonov teorem i kako se raguna?

- Sto je prometni tok?

- Sto je kapacitet (propusna mo¢) prometnice?

- Koje su moguc¢nosti i nacini raCunanja kapaciteta?

- Koje se metode koriste u rac¢unanju Ford-Fulkersonava teorema?

- Koja ograni¢enja smanjuju kapacitet?

- Kakva je primjenjivost racunanja kapaciteta Ford-Fulkersonovim algoritmom?

Krajnji cilj istrazivanja je dokazati uspjeSno rjeSavanje problema, koriStenjem
algoritma. Takoder, postupnim rjeSavanjem problema dolazi se do konacnog rjeSenja, ¢ime je

problem uspjesno rijesen i krajnji cilj ispunjen.



1.3. Znanstvene metode i izvori prikupljanja podataka

Metode koje su koristene u pripremi i obradi ovog zavr$nog rada, u svrhu istrazivanja
pojava i ostvarenja ciljeva, su sljedece:

- induktivna i deduktivna metoda — induktivna metoda koristena je za potrebe
uopéavanja podataka. U radu je vidljivo koriStenje metode na primjeru ulica, koje su
promatrane pojedinac¢no, ali predstavljaju ukupnu mrezu, odnosno puteve. Deduktivna metoda
vidljiva je npr. kad se cijeli put moze, po potrebi, sagledavati kao put od jedne do druge ulice.

- Metoda analize i sinteze — za shvacanje i razumijevanje izra¢una u ovom radu
potrebno je razumjeti pojedinacne pojmove i postupke u racunanju. Takoder, vidljiva je i
metoda sinteze, jer iz pojedinacnih elemenata, koriStenih u radu, vidljivi su ukupni i sloZeni.
Jednostavniji pojmovi i elementi prikazani su skupno kao cjelina.

- Metoda dokazivanja - kroz rad se mnogi pojmovi, stavovi i ¢injenice dokazuju.

- Statisti¢ka metoda — vidljiva kroz rad iz prikupljanja podataka o ulicama, koje su
objekt za daljnje istraZivanje, kao i podatcima o trajanju ciklusa i faza semafora.

- Matematicka metoda — koriStenje vidljivo kroz cijeli rad. KoriStenje matematickih
operacija i izra¢una od glavne je vaznosti u radu.

- Povijesna metoda — prikazano je da se slicnim problemima bavi kroz povijest.
Takoder su prikazane osobe vazne za izum algoritma koriStenog u radu.

- Metoda apstrakcije i konkretizacije — ¢esto su vidljivi primjeri gdje se promatra
opce a izostavlja pojedinacno, npr. kad se mreZza ulica promatra kao cjelina. Takoder je
vidljiva i obrnuta situacija, npr. ulice se promatraju pojedinac¢no, a ne kao dio mreZze.
Konkretizacija je vidljiva u smislu da se predmet rjeSavanja shvaca kao opce, koje je u sintezi
s individualnim.

- Metoda generalizacije — vidljivo npr. na primjeru trajanja faza zelenog svjetla na
jednom semaforu; istim principom zaklju¢eno je trajanje na ostalima. Pojedina¢na opazanja o
objektima u radu dovode do generaliziranih zakljucaka.

- Metoda uzoraka — prorac¢un kapaciteta izra¢unat je odabranom uzorku ulca u gradu
Rijeci, medutim, proracun je primjenjiv na bilo koji drugi odabrani uzorak.

- Metoda mjerenja — koriStena u mjerenju trajanja faza semafora.



Izvori prikupljanja podataka, koji su koristeni za pisanje rada bili su iz matematickih knjiga,
srucnih i znanstvenih ¢lanaka, zavr$nih radova, raznih skripti i materijala te internetskih i
bibliote¢nih baza podataka. Pojedini ulazni podaci dobiveni su mjerenjem. Sugestije, upute i

upucivanje na literaturu, od strane mentorice, bile su vrlo korisne.

1.4. Struktura rada

Ovaj zavr$ni rad, pod nazivom RjeSavanje problema pronalaska maskimalnog
kapaciteta Ford-Fulkersonovim teoremom, sastoji se od sedam povezanih poglavlja, unutar
kojih se obraduju problemi, prikazuju postupci rjeSavanja i iznose zakljuéci. U prvom
poglavlju, Uvodu, analiziraju se predmet, problem i objekt istrazivanja. Sljede¢i dio Uvoda su
svrha i ciljevi istrazivanja. Takoder su prikazane znanstvene metode i izvori prikljupljanja
podataka kao i struktura rada. U drugom dijelu rada, pod naslovom Metode optimizacije,
prikazan je razvoj grafova 1 mreZa i njihova vaznost u svrhu rjeSavanja problema. Objasnjeni
su 1 algoritmi, njihovo koriStenje 1 funkcionirnje. U tre¢em poglavlju u radu, pod naslovom
Maksimalan protok kroz mrezu, objasnjeno je prikazivanje problema kroz grafove te nacin
rjeSavanja maksimalnog protoka. Takoder su objaSnjene dvije metode kojima se rjeSava
problem maksimalnog protoka, odnosno kapaciteta. U Cetvrtom poglavlju, pod nazivom,
Ford-Fulkersonov teorem ukratko su prezentirani tvorci teorema, Ford i Fulkerson te je
takoder prikazan teorem i princip racunanja. Peti dio rada, Modeliranje prometa, objasnjava
Sto je to prometni tok. Takoder, objasnjen je kapacitet prometnice te je prikazan maksimalan
protok u cestovnim mrezama na primjeru Bangkoka. lznijeta su saznanja o modeliranju
prometa. U Sestom poglavlju prikazan je izracun kapaciteta u odabranim ulicama u gradu
Rijeci. Sljede¢i dio Sestog poglavlja prezentira primjenu Ford-Fulkersonovog teorema na
odabranim ulicama, u svrhu izra¢una maksimalnog kapaciteta. S obzirom da je zadatak rijeSen
kroz dvije metode, prikazano je rjeSavanje problema metodom etiketiranja i metodom
dodavanja pozitivnog toka. Sesto poglavlje ima naziv Izra¢un kapaciteta izabranih ulica u
gradu Rijeci pomoc¢u Ford-Fulkersonovog teorema. U sedmom, posljednjem poglavlju, pod
naslovom Zakljucak, iznesena su zakljuéna razmatranja na temelju dobivenih spoznanja i

rezultata iz rada.



2. METODE OPTIMIZACIJE

2.1. Teorija grafova

Teorija grafova jedna je od grana matematike koja nalazi veliku primjenu u prometu.
Grafom se mogu opisivati modeli odredenoga realnog sustava, kao $to su gradovi povezani
cestama, rafinerije i potroSaci spojeni naftovodima, plinovodi, elektri¢ni sklopovi i sl.

Jedan od najstarijih problema vezanih uz teoriju grafova upravo je iz podrucja prometa,
poznat pod nazivom Zadatak o kenigsberskim mostovima. Taj zadatak rjesavao je Euler
1736. godine [ dokazao da trazeni put ne postoji.

(https://www.veleri.hr/files/datotekep/nastavni materijali/k poduzetnistvo sl/Kvantitativne

za_poduzetnike Pr4 lzv.pdf). Problem Sedam Konigsberskih mostova je nastao kada su

stanovnici Kaliningrada (tadasnjeg Konigsberga) pokusavali pronaci nacin da prijedu svih
sedam mostova tako da svaki most prijedu tocno jedanput i da se vrate u polaznu tocku, ali
bezuspjeSno. Sami mostovi su izgradeni s obje strane rijeke Pregel i na dva rije¢na otoka
sedam mostova povezuje obje strane rijeke i otoke. Euler je dokazao da na Zeljeni naéin nije
moguce obici svih sedam mostova. Euler je problem pojednostavnio tako da je kopna i otoke
zamijenio tockama A, B, C, D i povezao ih linijama koje u stvarnosti predstavljaju mostove.

Na taj nacin dobio je strukturu koju danas nazivamo graf. (Cari¢, 2014., 4.)

Pojam grafa je vrlo opcenit. Osnovna karakteristika grafa je da se sastoji od dva skupa.
Svaki graf definiran je skupovima V i E. Skup V (engl. Vertex) predstavlja vrhove grafa. Skup
E (engl. Edge) predstavlja bridove grafa. Graf G definiran je skupovima V i E. Skupovi V i E

imaju konacan broj elemenata. (Cari¢, 2014., 5.)

U matematici i1 racunarstvu pod teorijom grafova smatra se proucavanje grafova,
matematickih struktura, koriStenih da bi se predstavile relacije koje ukljucuju dva elementa
odredene kolekcije. Neformalno govore¢i, graf je skup objekata zvanih vrhovi, tocke ili
¢vorovi, povezanih vezama zvanima bridovi ili linije. Ako je dan skup ¢vorova i drugi skup
objekata zvanih bridovi, graf je definiran kao odnos izmedu tih skupova: svaki brid spaja par

¢vorova. Grafovi se prikazuju crtanjem tocaka za svaki vrh 1 povlacenjem luka izmedu dvaju

! Leonhard Euler (1707. — 1783.), 1783.), $vicarski matematicar


https://www.veleri.hr/files/datotekep/nastavni_materijali/k_poduzetnistvo_s1/Kvantitativne_za_poduzetnike_Pr4_Izv.pdf
https://www.veleri.hr/files/datotekep/nastavni_materijali/k_poduzetnistvo_s1/Kvantitativne_za_poduzetnike_Pr4_Izv.pdf

vrhova, ako su oni povezani bridom. Ako je graf usmjeren, smjer se navodi crtanjem strelice.
Svakom bridu moze se pridruziti realan broj, §to zna¢i da je graf proSiren tezinskom
funkcijom. U slucaju kada graf predstavlja mrezu cesta, tezinska funkcija je npr. duljina

svakog puta. Takav se graf zove tezinski graf.

Graf G matematicka je struktura koja se koristi za opisivanje relacija izmedu dvaju
objekata iz odredene kolekcije. U ovom kontekstu graf se odnosi na neprazni skup vrhova i
kolekciju bridova koji povezuju par vrhova. Skup vrhova obi¢no se oznacava s V(G), a skup
bridova s E(G). Bridovi mogu biti usmjereni ili ne, ovisno o primjeru. Graf kojemu su svi
bridovi usmjereni zove se usmjereni graf, u suprotnom, zove se neusmjereni. U pravom grafu,
za koji se inicijalno pretpostavlja da je neusmjeren, linija od tocke u do tocke v identificira se
s linjjom od toc¢ke v do tocke u. U digrafu (skraeno za usmjereni graf), ta dva smjera
smatraju se razli¢itim lukovima, odnosno bridovima. Ako graf G nije usmjeren, tada su dva
vrha pridruzena jednom bridu medusobno ravnopravna. U usmjerenom grafu brid moze biti
usmjeren od jednog vrha prema drugome. Slike 1 i 2 primjeri su grafova. (Kramberger,
Fosner, 2009., 2.).

Slika 1.: Usmjeren graf sa Sest vrhova i sedam bridova

Izvor: Kramberger, T., FoSner, M.: Teorija grafova, 2009., str. 2.
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Slika 2.: Neusmjeren i usmjeren graf

Izvor: Kramberger, T.,  Fosner, M.: Teorija  grafova, 2009., 2.
http://e.math.hr/taxonomy/term/7/0

2.2. Tezinski grafovi — mreza

U praksi se ¢esto javlja potreba da se svakom bridu e grafa G pridruzi realan broj w(e)
koji se zove tezina brida e. Takav graf zove se tezinski graf. Tako npr. vrhovi grafa mogu
predstavljati gradove, a tezine bridova udaljenosti medu tim gradovima ili troskove cestarine.
Pojam matrice susjedstva moze se jednostavno proSiriti i na sluéaj tezinskog grafa. Tada ¢e
elementi matrice biti tezine odgovarajucih bridova, dakle realni brojevi w(e), a ukoliko ne
postoji brid koji spaja neki par vrhova, tada se na odgovaraju¢e mjesto u tezinskoj matrici

susjedstva stavlja beskonac¢no. (Niksi¢, 2003., 5.)

Tezinski grafovi (engl. weighted graphs) definiraju se kao uredeni par (G, w), gdje je
G graf, a w funkcija koja svakom bridu e grafa G pridruzuje njegovu tezinu (weight), w(e).
Razlikuju se od bestezinskih po tome $to svaki brid ima pridruzenu tezinu (engl. weight)
prolaska (ponekad se umjesto pojma tezina koristi pojam cijena (engl. cost)). Oni, takoder,
mogu biti usmjereni i neusmjereni. Bestezinski grafovi Cesto su zamiSljani kao tezinski,
kojima su svi bridovi iste tezine. Tezina puta (engl. path weight) jednaka je sumi bridova na
putu. TezZina grafa jednaka je sumi svih bridova u njemu.

(https://www.fer.unizg.hr/ download/repository/Osnovni pojmovi-teorija grafova.pdf).
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Slika 3.: Primjer tezinskog grafa; vrijeme putovanja automobilom medu gradovima prije
izgradnje autocesta

/ Karlovac \\

Rijeka Split

K Banja Luke —//

Izvor: www.fer.unizg.hr/ download/repository/Osnovni pojmovi-teorija grafova.pdf, 6.

Zagreb

Za analizu prometa, prijenosa informacija, toka dokumenata itd., od posebnog je
znacenja pojam mreze. Grafom je moguce opisivati model nekog realnog sustava kao $to su
gradovi povezani cestama, rafinerije i potroSaci spojeni spojeni naftovodima, elektri¢ni
sklopovi i sl.. U stvarnom svijetu svakoj ¢e grani grafa biti pridruzen neki realni broj, odnosno
udaljenost, kapacitet, otpor. Za graf kod kojeg su granama pridruzene takve tezine, koji se

zovu ponderi, uobicajen je naziv mreza.

Mreza je posebno znacajna za analizu prometa 1 prijenosa informacija.
Primjeri mreZe:

= Ako se svim cestama grada ili Zupanije pridruZe udaljenosti medu vrhovima dobiva se
mreza.

= (Cijevni transportni sustav moze se takoder interpretirati kao mreza. Cijevi koje spajaju
vrhove su bridovi mreze, a kapacitet cijevi predstavlja tezinu pojedinoga brida, tj.
ponderi su kapacitet.

= Dijagram toka aktivnosti nekoga projekta je graf. Vrhovi su stanja projekta, a bridovi
su aktivnosti. Ako se pojedinim aktivnostima pridruzi vrijeme njihova trajanja, dobiva

se mreza. (Stambuk, 2008., 1.).
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2.3. Algoritmi

Proucavanje algoritama, Koji rjesavaju probleme upotrebom grafova, predstavlja
veoma znacajan dio informati¢ke i matematicke struke. MreZze imaju mnogo primjena u

proucavanju prakti¢nih aspekata teorije grafova i to se zove analiza mreza.

U matematici, racunarstvu 1 srodnim disciplinama, algoritam ili postupnik je konacan
slijed dobro definiranih naredbi za ostvarenje zadatka, koji ¢e za dano pocetno stanje

terminirati u definiranom kona¢nom stanju.

Rije¢ "algoritam" dolazi od latinskog prijevoda imena iranskog matematicara
Al-Hvarizmija?, koji se bavio trigonometrijom, astronomijom, zemljopisom, kartografijom, a
smatra se ocem algebre jer je definirao osnovna pravila rjeSavanja linearnih i kvadratnih
jednadzbi. Njegovi radovi su osnova razvoja mnogih matematic¢kih i prirodnih disciplina,

medu njima i raunarstva. (https://hr.wikipedia.org/wiki/Algoritam)

Prvi zapis algoritma prilagoden radunalu pripada Adi Byron® iz 1842., a ratunao je
Bernoullijeve brojeve. Racunalo za koje je napisan je bio analiticki stroj, koji je zamislio, ali
nikad u potpunosti proveo u djelo, Englez Charles Babbage®. Analiti¢ki stroj je trebalo biti
prvo programabilno racunalo, sastavljeno u potpunosti od mehanickih dijelova. Mehanicki

dijelovi i fizicka glomaznost su glavni razlozi zasto nikad nije zavrSen.

Nedostatak ¢vrste matematiCke forme pravio je odredene probleme matemati¢arima 1
logicarima 19. 1 20. stoljeca prilikom analiziranja algoritama. Definicija Turingovog stroja je
rijesila vecinu tih problema, a predstavio ju je engleski matemati¢ar Alan Turing. Turingov
stroj omogucava izvodenje ve¢ine danasnjih algoritama (uz odredene prilagodbe), a dodatno
olaksava i analizu slozenosti zbog svoje jednostavnosti izvedbe.

(https://hr.wikipedia.org/wiki/Algoritam).

2 Roden oko 780. godine u Horezmu (dana3njoj Hivi, Uzbekistan), - umro 850. godine; iranski je matematicar,
geograf i astronom.

3 Smatra se prvom programerkom, matematicarka koja je predloZila Babbageu naéin na koji stroj moze
izraCunavati Bernoullijeve brojeve - prvi kompjutorski program ADA.

4 Teignmouth, 26. prosinca 1791. — London, 18. listopada 1871., engleski matematicar, filozof i protoraunarski
znanstvenik.
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Algoritmi imaju sljedeca svojstva:

diskretnost — u odvojenim koracima izvode se diskretne operacije algoritma koje
vode ka konac¢nom cilju,

konacnost — oznacava sposobnost algoritma da nakon konac¢nog broja koraka daje
izlazne podatke odnosno rezultate;

determiniranost — za iste ulazne podatke algoritam uvijek daje iste rezultate,

masovnost — algoritam je primjenjiv na veci broj ulaznih vrijednosti.

(https://hr.wikipedia.org/wiki/Algoritam).

Algoritmi s obzirom na metodologiju dizajna dijele se:

Brute force algoritmi - "¢istom silom" racunala isprobavaju sve mogucnosti i traze
odgovarajuce rjeSenje. Najneefikasnijji algoritmi.

Podijeli i vladaj algoritmi, tzv. Divide and conquer. Problem se dijeli na viSe istih,
manyjih problema. Podjela tece tako dugo dok se ne dode do malog problema kojeg je
jednostavno rijesiti.

Dinamicki algoritmi - Metodama dinami¢kog programiranja rjeSavaju se visefazni
procesi, tj. procesi u kojima se donosi niz medusobno ovisnih odluka za pojedine
godine odredenog razdoblja ili za pojedine aktivnosti zadanog problema. Dinamicko
programiranje poznato je 1 pod nazivom metoda donoSenja viSefaznih, odnosno
visestupnjevanih odluka.

Pohlepni algoritmi, tzv. greedy - Pohlepni algoritam je algoritam koji koristi
metaheuristiku za rjeSavanje problema, takvu da u svakom koraku bira lokalno
najbolje rjeSenje, u nadi da ¢e tako iznaci globalni optimum. Ovi algoritmi ¢esto ne
daju najbolje rjesenje ve¢ brzu aproksimaciju najboljeg rjeSenja.

Algoritmi za sortiranje i pobrojavanje tzv. search and enumeration - Algoritmi
sortiranja sluZze za brzo sortiranje podataka, npr. niza brojeva. Mnogi se problemi

mogu rjesavati teorijom grafova. (https://hr.wikipedia.org/wiki/Algoritam).
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3. MAKSIMALAN PROTOK KROZ MREZU

Grafovima mozemo veoma jednostvno modelirati probleme iz stvarnog zivota. Jedna
od uobicajenih primjena grafova je opisivanje mreze naftovoda, prometnica i sli¢nih

proto¢nih struktura. (Marinovié, 23.). Primjer grafa naftovoda prikazan je sljede¢om slikom.

Slika 4.: Model naftovoda prikazan grafom

Izvor: Marinovi¢, M.: Teorija grafova, seminarski rad, Fakultet elektronike i raCunarstva, str.

23.

Kao §to je iz Slike 4. vidljivo, bridovi koji prikazuju cjevovode oznaceni su strelicama,
kako bi se naglasilo da nafta kroz taj brid moze te¢i u samo jednom smjeru. Takav graf
naziva se usmjerenim tezinskim grafom jer su mu bridovi usmjereni i svaki od njih ima
pridjeljenu tezinu, odnosno u ovom modelu to se naziva kapacitetom. Vrh iz koga sve strelice
izlaze naziva se izvorom, u primjeru to je vrh A, a onaj u koji su usmjerene sve strelice naziva
se ponorom, u primjeru je to vrh F. Problem koji se prirodno namece je koliki kapacitet
svakog brida se mora koristiti da bi ukupni protok od izvora do ponora bio maksimalan.
Rjesenje takvog problema za vece mreZe nije uopce trivijalno te se zato koriste razni algoritmi
kako bi se takav problem efikasno rijesio. Za prikladno opisivanje problema proSiruje se
oznaka tezine brida na dva broja, od kojih drugi govori koliki je kapacitet brida, tj. koliki je
maksimalni protok kroz taj brid, a prvi oznacava koliki dio kapaciteta brida je koristen te se to
naziva protokom kroz taj brid. Na sljedecoj je slici prikazano kako u nekoliko koraka

maksimizirati protok kroz zadanu mrezu. (Marinovi¢, 23.)
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Slika 5.: Odredivanje maksimalnog protoka kroz mrezu

A A

a) b) c)

Izvor: Marinovi¢, M.: Teorija grafova, seminarski rad, Fakultet elektronike i1 raunarstva, str.

23.

Kao sto je vididljivo na slici 5., povecavanje protoka provodi se postupno sve dok se
protok vise ne moze povecati. U prvom koraku, slika 5.a, poveéavan je protok kroz bridove
AB, BD i DF s 0 na 6. U drugom koraku, slika 5.b, povecavan je protok kroz bridove AC, CE
I EF s 0 na 3. U tre¢em koraku, slika 5.c, povecanje protoka je malo kompliciranije i sastoji se
u tome da se protok kroz brid BD smanji za 3 te taj dio protoka preusmijeri bridovima BE i
EF. Budu¢i da sad u vrhu D postoji manjak, taj manjak nadoknaduje se dodatnim protokom
kroz AC i CD. Kao $to je iz ovog kratkog primjera vidljivo, rjeSenje ovakvog problema nije
nimalo trivijalno. (Marinovi¢, 23.). Algoritam koji efikasno rjeSava ovaj i slicne probleme je

Ford-Fulkersonov algoritam.

Potreba za odredivanjem maksimalnog ukupnog protoka Cesto se susrece U realnim
transportnim problemima. Primjerice, neka je potrebno iz grada 1 u grad 2 prevesti, §to je vise
moguce tereta, cestom za odredeno vrijeme, koriste¢i 10 kamiona. U obzir se mora uzeti da
cesta ima maksimalnu propusnost, tj. ne moze svih 10 kamiona i ostali promet, koji se nalazi
na cesti u tom trenutku, proci u isto vrijeme. Dakle, potrebno je racunati gornju granicu tereta
koju je moguce prevesti za odredeno vrijeme. Pored ovog faktora postoji i gornja granica
tereta koja moze stati u svaki kamion i to je takoder faktor koji je potrebno uzeti u obzir.
Navodenjem ovog primjera samo je priblizena vaznost ovog problema te prikaz da je ovo

problem kojeg je Cesto potrebno rjeSavati. (HadZiali¢, Korlat, 2016., 3.)
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Veliki broj problema optimizacije na mrezama mogu biti svedeni na neki od
karakteristi¢nih zadataka za koje postoje razvijeni efikasni algoritmi. Za razliku od ostalih,
nalazenje najkraeg puta izmedu dva zadana ¢vora, nalaZenje najkraceg puta izmedu svaka
dva ¢vora u mrezi i K takvih puteva izmedu 2 ¢vora i1 odredivanje najkrac¢eg puta s unaprijed
zadanim brojem c¢vorova, odredivanje maksimalnog (i minimalnog) protoka u mrezi
predstavlja problem ekstremizacije protoka u mrezi, dok ostali spadaju u grupu odredivanja

optimalnih puteva u mrezama. (Hadziali¢, Korlat, 2016., 3.)

Ovaj problem je najjednostavnije promatrati kao komplementaran model problemu
najkraceg puta. Razlika je Sto je kod problema maksimalnog protoka protok ograniCen i
predstavlja odredivanje maksimalne koli¢ine protoka od odredenog izvora (Cvora) a, do

krajnjeg ¢vora b.

Postupak za odredivanje maksimalnog protoka bi bio sljedeéi:

» Transportna mreza predstavlja se crtezom tako da se tokovi ne sijeku.

= Uocava se onaj elementarni put mreze iz pocetnoga vrha u zavr$ni vrh, koji je na
crtezu najvisi. Iz mreze se izbacuje tok toga puta koji ima najmanju propusnu
sposobnost. Istodobno, propusne sposobnosti preostalih tokova promatranoga puta
umanjuju se za vrijednost propusne sposobnosti izbacenoga toka.

= Na opisani nacin dobiva se nova transportnu mrezu, na Kojoj se ponovno primjenjuje
opisani postupak.

= Postupak se ponavlja sve dok se ne prekinu svi putovi koji vode od ulaza do izlaza.

» U polaznoj se mrezi uocavaju putevi koji su u bilo kojemu trenutku bili najvisi.
Tokovima svakoga takvog puta pridruzuje se, kao djelomi¢ni protok, propusna
sposobnost toka s minimalnom propusnom sposobnos§¢u iz toga puta. Ukupan protok

dobije se kao zbroj djelomicnih protoka. (Hadziali¢, Korlat, 2016., 3.).

U principu, postoje dvije metode.za rjeSavanje. Jedna se odnosi na planarne mreze i to
je metoda Forda i Fulkersona, a druga metoda se odnosi na neplanarne mreze. Graf je
planaran ili smjestiv u ravnini ako se moze nacrtati, tj. realizirati u ravnini, tako da se ivice

sijeku u vrhovima. Graf koji nije planaran zove se neplanaran.
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teoriji grafova. Naime, problem odredivanja optimalnog protoka u prometnim,

informacijskim, komunikacijskim i drugim mreZzama su samo neke od primjena.

Problem pronalaska maksimalnog toka kroz graf donekle je slican problemu
pronalaska najkrac¢eg puta u mrezi i oba se javljaju u problemu pronalaska maksimalnog toka,
minimalne cijene. Ipak, bitna razlika je ta $to se u problemu nalaska maksimalnog toka mora
voditi racuna o0 gornjoj granici toka koju pojedini brid u mrezi dopusta, dok se kod traZenja
najkraé¢eg puta minimizira cijena kojom se moze doc¢i do pojedinog vrha. (Bujanovi¢, 2017.,
5.)

Problem maksimalnog toka je sljede¢i: u povezanoj mrezi, u kojoj bridovi imaju
kapacitete, potrebno je poslati maksimalnu koli¢inu toka izmedu dva istaknuta vrha, izvora i
ponora, tako da niti kod jednog brida kapacitet nije premasen.

Preciznije: Neka je dana mreza G = (V,E) s nenegativnim kapacitetima uij,

za svaki brid ejj = (i, j) € E.

Neka je U = max{uj; : (i, j) € E}.

Tok je definiran kao broj xij, pri ¢emu je 0 < Xij < uij.

Dalje, pretpostavka je da postoje dva vrha koji se zovu izvor s i ponor t. Cilj je pronaci
maksimalan moguc¢i tok od s do t tako da su zadovoljeni svi kapaciteti i zahtjevi u pojedinim
vrhovima, tj. da vrijedi zakon o odrzanju toka u mrezi. Za svaki vrh promatra se razlika toka
koji izlazi i ulazi u taj vrh. Izvor s ima visak toka od f jedinica toka, dok ponor t ima manjak
toka od f jedinica. Za sve ostale vrhove koli¢ina toka Kkoji izlazi iz vrha mora biti jednaka

kolic¢ini toka koji ulazi u taj vrh.

Pretpostavke koje vrijede za mrezuu:

* MreZa je usmjerena.

= Svi kapaciteti su prirodni brojevi.

= U mrezi ne postoji put od izvora do ponora koji prolazi samo lukovima koji imaju
beskonacan kapacitet. Ova pretpostavka je bitna jer onda ocito vrijednost

maksimalnog toka nije odozgo omedena.

14



» Mreza ne sadrzi paralelne lukove, odnosno, ne postoji vise lukova koji direktno

povezuju neka dva vrha. (Bujanovi¢, 2017, 6.).

Usvaja se da je ¢vor 1 izvorni (s) a NC ponorni (t). Zadatak je prona¢i maksimalan
protok kroz mrezu, takav da protok kroz pojedina¢ne veze (xij) bude manji od kapaciteta veze
(gij) ali i da materijalni bilans bude zadovoljen u svakom ¢voru, §to znaci da je dotok u ¢vor
jednak isticanju iz ¢vora. Ovo vazi za svaki ¢vor, osim za izvorni i ponorni.

Kako je u mrezi zadovoljen materijalni bilans, protok kroz mrezu f ¢e odgovarati sumi
protoka koji izlazi iz izvornog ¢vora ili sumi protoka koji doti¢e u ponorni ¢vor.

(Dasi¢, Stani¢, 2014., 29.)

Odredivanja maksimalnoga ukupnog protoka je problem koji se Cesto susreée U
realnom transportu. Na primjer, kada je iz grada A u grad B, za odredeno vrijeme, potrebno
prevesti mrezom zeljeznickih pruga $to je moguée vise tereta. Podrazumijeva se da svaka
pruga ima svoju propusnu sposobnost, tj. gornju granicu tereta koji se moze po njoj prevesti
za odredeno vrijeme. Teret koji je dovezen u neku medustanicu mora se odmah prevesti dalje,
jer ne dolazi u obzir skladiStenje na medustanicama. Isto tako, u medustanicama se ne smije
ukrcavati novi teret za prijevoz. Sli¢an se problem moze opisati i na mrezi drugih prometnica

ili na naftovodu.

Dakle, modeli optimizacije na grafovima i mrezama predstavljaju znacajnu oblast
interesiranja u operacijskim istrazivanjima i primijenjenoj matematici. Razlog tome su
teorijski zanimljivi problemi,, koji nastaju pri formuliranju matematickih modela za
rjeSavanje vaznih prakti¢nih zadataka. Pored onih koji se odnose na realne mreZze, kao Sto su
putne, elektri¢ne, telekomunikacijske, ra¢unalnee i druge, postoji i ¢itav niz drugih problema
koji se mogu formulirati kao zadaci optimizacije na grafu ili mrezi. Veliki broj problema
optimizacije na mrezama moze se svesti na neki od karakteristicnih zadataka za koje postoje

razvijeni efikasni algoritmi. (http://tesla.pmf.ni.ac.rs/people/dragance/KnjigalMO.pdf).
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Slika 6.: Primjer mreze

Izvor: http://alas.matf.bg.ac.rs/~mI07199/algoritmi-final/Transportne mreze.html

3.1. Metoda etiketiranja

Odredivanje maksimalnog toka na mrezi metodom etiketiranja vrSi se tako Sto se
svakom ¢voru j pridruzuje se broj (J;,7;) gdje je y;oznaka ¢vora iz kojeg luk dolazi u ¢vor
j,a & je moguci tok &; >0.Tako etiketa (5;,7;) pridruzena ¢voru j pokazuje da je u smjeru

od i prema j moguce propustiti tok 6; <c; gdje je ¢; kapacitet luka (i,]).

Proces etiketiranja se nastavlja ako je ostao neki ¢vor k neetiketiran, prema kojem vodi
jedan luk iz nekog ve¢ etiketiranog ¢vora. U tom slucaju ¢vor k dobiva etiketu (6, ,7,), gdje
je =] dok je 8, =min(c;,5;) pri Cemu je C; oznaluje kapacitet luka (j,k). Ovdje treba
primijetiti da u ¢vor k moze voditi vise lukova iz etiketiranih &vorova ji, J,,... (Svakako s

kapacitetima ve¢im od nule). Tada se uzima ¢vor s najmanjim indeksom j, da se odredi etiketa

za ¢vor k, tj. PiSe se y, =min(],). To je samo jedan od nacina odabiranja. Umjesto ¢vora s

najmanjim indeksom moze se uzeti i ¢vor sa najve¢im indeksom. (Pasagic, 1998. 46.).

Proces etiketiranja zavrsava kada se etiketa dodijeli izlazu iz mreze. Prvi broj u toj

etiketi tj. o,, predstavlja iznos za koji ukupni tok treba povecati. Idu¢i unatrag od izlaza

prema ulazu dodaje se novi tok na lukove. Polazi se dakle od izlaza iz mreze i ide se unatrag

ravnajuci se po drugim brojevima u etiketama ¢vorova. Drugi broj y, etiketi izlaza upucuje
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na prethodni ¢vor, drugi broj u etiketi toga ¢vora na ¢vor koji njemu prethodi itd. (Pasagié,

1998. 46.).

Nakon toga. proces etiketiranja se obnavlja. Nakon $to se nekoliko puta ponovi, proces
se prekida, jer se uspjelo etiketirati samo jedan dio S; ¢vorova, a drugi dio Sz ¢vorova zajedno
s izlazom iz mreZe nije se mogao etiketirati. Kaze se da je doslo do reza na mrezi, koji ima

minimalni kapacitet.

Prema Ford Fulkersonovom teoremu, maksimalni tok je postignut i jednak je kapacitetu reza
(S1,S2). (Pasagié, 1998., 47.).

3.2. Metoda dodavanja pozitivhog toka

Postupak ovog algoritma jest da se pri nekom stanju u mrezi pronade put kojim se
moze poslati dodatni pozitivan tok od ishodiSta prema odrediStu. Taj put se naziva put

dodatnog toka. (Pasagi¢, 1998., 43.).

Izbor ¢vora za put dodatnog toka se vrsi na sljede¢i nacin:

Krenuvsi od izvoriSta prema odredistu, izabere se ¢vor j ako dodatni pozitivni tok moze biti
usmjeren od ishodista prema ¢voru j. Pozitivan tok moéi ¢e se usmjeriti prema ¢voru j ako je
ispunjen jedan od ovih uvjeta:

1. Grana (i,)) je izlazna grana iz ¢vora i, a tok u (i,j) manji je od kapaciteta C; ;.

2. Grana (i,j) je ulazna grana za ¢vor 1 (smjer od j prema i), a postoji tok u (j,1).

(Pagagié, 1998., 43.).

Izbor ¢vorova za put dodatnog toka zavrSava izborom odrediSta. Nakon $to se kroz
mrezu propusti dodatni tok, koji odgovara najvecem toku koji put dodatnog toka moze
propustiti, pokusava se pronaci novi put dodatnog toka. Postupak se zavrSava kad vise ne

moze biti pronaden niti jedan put dodatnog toka. (Pasagi¢, 1998., 43.).
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4. FORD - FULKERSONOV ALGORITAM (TEOREM)

Najpoznatiji algoritam za pronalaZzenje maksimalnog toka je Ford-Fulkersonov
algoritam, kojeg su 1956. godine objavili L. R. Ford i D. R. Fulkerson. Ford-Fulkersonov
algoritam Koristi tehniku pretrazivanja u sirinu (eng. breath-firstsearch, BFS) kako bi

prona$ao put od izvora do ponora. (Bujanovi¢, 2017.,9.).

Ako transportna mreza sadrzi bar jedan presjek konacnog kapaciteta, maksimalna
vrijednost ukupnog protoka kroz transportnu mrezu jednaka je minimalnom kapacitetu

presjeka mreze. (Pasagié¢, 2003., 202.).

Ovaj algoritam se temelji na teoremu Ford-Fulkersona da je za svaku mrezu koli¢ina
maksimalnog toka jednaka kapacitetu minimalnog reza. Taj teorem Cesto se navodi kao

,»maksimalni tok — minimalni rez”. (Pasagi¢, 1998., 42.).

4.1. Lester Randolph Ford Junior.

Lester Randolph Ford Jr°. (23. rujna 1927. - 26. veljace 2017.) bio je americki
matematicar specijaliziran za probleme s mreznim tokovima. Bio je sin matematiara Lester
R. Ford Sr.. Fordov rad s D. R. Fulkersonom o maksimalnom problemu protoka i Ford-
Fulkersonovom algoritmu za njegovo rjeSavanje, koji je objavljen kao tehnicko izvjesée 1954.
i u Casopisu 1956. godine, utvrdio je minimalni teorem maksimalnog protoka. Ford je takoder
razvio Bellman-Fordov algoritam za pronalazenje najkracih staza u grafikonima koji imaju

negativno ponderirani rub. (https://en.wikipedia.org/wiki/L. R. Ford_Jr.).

Lester Randolph Ford Jr. jedan je od pionira u podrucju tokova programiranja na
grafikonima. Ford Sr. i Ford Jr. su suautori Automorphic Functions®, koje je 1963. objavio
McGraw-Hill. Dok je radio u tvrtki Rand corporation, Ford Jr. objavio je brojne ¢lanke Koji

nisu samo uspostavili temelje mreznih tokova, ve¢ 1 buduca istraZzivanja na ovom podrucju.

5 Junior - mladi
& Automorfne funkcije.
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Godine 1962. Priceton University Press objavio je knjigu Flow in Networks’ sa D. R.
Fulkersonom kao koautorom. Ova knjiga objedinjuje njegov rad na mrezama. Zajedno s

Richardom E. Bellmanom® razvio je algoritam "korekcije naljepnica".

Vecina Fordova rada obavljena je u suradnji s Fulkersonom, oc€ito su njih dvojica
napravila dobru suradnju. Medutim, 1956. godine predstavio je nekoliko Clanaka koje je

potpisao sam. Autor je nekoliko algoritama koji se koriste za rjeSavanje vecine problema s

grafovima. (https://angelberh7.wordpress.com/2014/10/08/biografia-de-lester-randolph-ford-
ir/)

Izvor: https://angelberh7.wordpress.com/2014/10/08/biografia-de-lester-randolph-ford-jr/

Nastavljajuci stopama svog oca, Ford Jr. davao je temelje gotovo svih istrazivanja u
mreznim tokovima. Ford i Fulkerson (1956.) rijeSili su problem maksimalnog protoka
povecavajuci algoritme puta. Ford i Fulkerson (1962.) proucavaju svojstva generickih
algoritama za ispravljanje naljepnica.
(http://web.archive.org/web/20071123094334/http://www.geocities.com/nayan_vt/lester_rand
olph_ford1.htm).

7 Tijek mreza.
8 Americki primijenjeni matemati¢ar, 26. kolovoza 1920. - 19. oZujka 1984.
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Ostavio je velik trag u rjeSavanju problema s grafovima te se njegov i Fulkersonov teorem

moze primijeniti u Sirokom spektru prakti¢nih problema.

4.2. Delbert Ray Fulkerson

Roden je 14. kolooza 1924. u lllionisu, a preminuo 10. sije¢nja 1976. u New Yorku.
Bio je americki matematicar koji je, s Fordom, razvio Ford-Fulkersonov algoritam, jedan od
najpoznatijih algoritama za rjeSavanje problema najveceg protoka u mrezama. D. R.
Fulkerson je roden u Tammsu, Illinois, tre¢i od Sestero djece Elberta i Emme Fulkerson.
Fulkerson je postao preddiplomant na Sveucilistu Southern Illinois. Njegova akademska
karijera prekinuta je vojnom sluzbom tijekom Drugog svjetskog rata.
Nakon rata vratio se na studij matematike na Sveudilistu Wisconsin-Madison.

(https://en.wikipedia.org/wiki/D. R. Fulkerson).

Godine 1951., nakon zavrSetka doktorskog rada, Ray se pridruzio matematickom
odjelu tvrtke Rand. Tamo je zapoceo slavnu karijeru istrazivanja. Ray je napustio Rand 1971.

i dosao u Cornell® kao profesor inZenjerstva. Ostao je u Cornellu do svoje smrti 1976. godine.

Slika 8.: Delbert Ray Fulkerson

Izvor: http://www.orie.cornell.edu/news/seminars/fulkerson-bio.cf

9 Sveucilidte Cornell u New Yorku, Ithaca, osnovano 1865. god.
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Ray-ova prva tri objavljena rada ve¢ su utvrdila njegovu vaznost u rastu¢em polju
Operacijskih istrazivanja. Prvi rad, s Georgeom Dantzigom?®, rijeSio je problem
rasporedivanja teretnih brodova, a jo§ se uvijek koristi na preddiplomskom i diplomskom
studiju kao primjer primjenjivosti mreznih modela. Njegov drugi rad, s Georgeom Dantzigom
i Selmerom Johnsonom?!, bio je ,,ra¢unalna turneja”, s obzirom na primitivno stanje raunala
pocetkom pedesetih godina. Citavo podruéje poliedarske kombinatorike na kraju se pojavilo
iz ovog rada i postavilo ,,pozornicu” za uspjeSne racunalne pristupe velikim problemima

optimizacije.

Trec¢i rad, s L. R. Fordom, Jr. bio je prvi u dugoj suradnji u kojoj su Ford i Fulkerson
postavili temelje teorije mreznih tokova. Kasniji ¢lanak s Fordom prvi je put predstavio
tehniku generacije stupova i nadahnuo razvoj linearnog programiranja velikih razmjera.
Tijekom svoje karijere Ray je nastavio stvarati temeljne doprinose u tim podru¢jima, kao i u
teoriji grafova 1 kombinacijskoj matematici, kojima se rjeSavaju mnogi problemi.

(http://www.orie.cornell.edu/news/seminars/fulkerson-bio.cfm).

4.3. Prikaz Ford-Fulkersonovog teorema

Ford-Fulkersonov algoritam pronalazi maksimalni protok kroz zadanu mrezu.
Algoritam se provodi u nizu koraka te se u svakom koraku povecava ukupni protok u mrezi,

sve dok ne dostigne maksimum. (Hadziali¢, Korlat, 2016., 5.).

Ideja algoritma je pronaci u grafu put koji povecava trenutni protok i tada promijeniti
protok po granama tog puta te tako povecati ukupni protok. Kad vise nije mogucée pronaci put
koji bi poboljsao protok algoritam se zavrSava. U samom algoritmu nije specificirano kako
pronaci put koji poboljsava protok, a to znaci da bilo koji postupak pronalazenja tog puta daje
ispravno rjesenje. Medutim, broj koraka u kojem se postize rjeSenje uvelike ovisi o nacinu

pronalazenja takvog puta.

10 Ameri¢ki matematicki znanstvenik koji je napravio vaZan doprinos istraZivanju operacija, racunalnih znanosti,
ekonomije i statistike, (1914.-2005.).
11 Ameri¢ki matematicar, (1916. — 1996.).
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Na slici br. 9. data je struktura jedne mreze gdje brojevi iznad linkova oznacavaju

kapacitet svakog linka. Potrebno je odrediti maksimalni protok izmedu ¢vorova 1 i 6.

RjeSenje se pronalazi na nacin da se krec¢e bez ijednog toka (oznaceno nulama iznad

svakog linka u mrezi), sto je prikazano sa Slici 10. (Hadziali¢, Korlat, 2016., 5.).

Slika 9.: Prikaz mreze s oznaCenim kapacitetima

|

Izvor: Hadziali¢, S., Korlat, A.: Maksimalan protok, seminarski rad,
Fakultet =~ za  saobra¢aj i1  komunikacije @ u  Sarajevu, 2016., str. 6.

https://www.academia.edu/31507648/Maksimalni_protok

Slika 10.: Korak 1. — mreza bez ijedne rute

Izvor: Hadziali¢, S., Korlat, A.: Maksimalan protok, seminarski rad,
Fakultet =~ za  saobra¢aj 1  komunikacije @ u  Sarajevu,  2016., str. 5.

https://www.academia.edu/31507648/Maksimalni_protok
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Sljedeci korak predstavlja biranje putanje izmedu ¢vora 1 i 6. Za pocetak je izabrana
putanja 1 — 3 — 6. Sljedeci korak predstavlja odredivanje vrijednosti protoka koji se moze
poslati datom rutom. Posto se radi o serijskoj vezi, maksimalni protok koji se moze poslati
jednak je najmanjem kapacitetu linka u datoj putanji. Link 3 — 6 ima kapacitet 2, odakle se
zakljucuje da je moguce poslati 2 jedinice rutom 1 — 3 — 6. Ovo je prikazano Slikom 11.
(Hadziali¢, Korlat, 2016., 6.).

Ovdje treba uvesti joS jedan pojam, tzv. povecavajuca putanja. U prethodnom slucaju
ruta | — 3 — 6 predstavlja povecavajucu putanju, jer je vrijednost protoka koji prolazi rutom
razli¢it od nule. Ukoliko za sve moguée putanje od izvorisnog do odredisnog ¢vora vrijedi da
je vrijednost protoka nula, odnosno da ne postoji vise ruta kroz koje je moguce naci vrijednost
protoka razli¢itih od nule, tada protok viSe nije moguce povecavati i dobiveni protok
predstavlja maksimalni protok kroz mrezu izmedu promatrana dva ¢vora. (Hadziali¢, Korlat,

2016., 7.)

Slika 11.: Korak 2. - ruta 1-3-6

Izvor: HadzZiacié, S., Korlat, A.: Maksimalan protok, seminarski rad,
Fakultet =~ za  saobra¢aj i  komunikacije @ u  Sarajevu, 2016., str. 5.

https://www.academia.edu/31507648/Maksimalni protok

Dalje se nastavlja tako §to se ponavlja prethodni korak. Uzima se sljedeca ruta 1 — 3
— 5 — 6. Analogno prethodnom koraku, maksimalna vrijednost protoka koja se moze

propustiti kroz ovu rutu iznosi 3 jedinice.
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Na slici 12. je prikazana 1 — 3 — 5 — 6. U tablici 1. prikazani su do sada koriSteni

linkovi, njihov kapacitet, trenutno opterecenje i ostatak od kapaciteta, koji se moze iskoristiti

Za novu rutu.

Tablica 1.: Prikaz linkova

Link Ukupni kapacitet | Trenutno opterecenje Ostatak kapaciteta (rezerva)
1->3 9 2 7
3->5 3 0 3
5->6 9 0 9

Izvor: Hadziali¢, S., Korlat, A.: Maksimalan protok, seminarski rad,

Fakultet = za  saobra¢aj 1  komunikacije u  Sarajevu,  2016., str. 7.

https://www.academia.edu/31507648/Maksimalni_protok

Slika12.:Rutal -3 —->5—6

Izvor: Hadziali¢, S., Korlat, A.: Maksimalan protok, seminarski rad,

Fakultet za  saobracaj 1 komunikacije @ u  Sarajevu, 2016.,  str. 8.

https://www.academia.edu/31507648/Maksimalni protok

Dalje, uzima se sljede¢a ruta 1 — 2 — 4 — 6. Maksimalni protok kroz ovu rutu iznosi

3. Uzima se sljede¢a ruta 1 —» 2 — 4 — 5 — 6. Promatraju¢i kapacitete linkova na ruti

(uzimajuc¢i u obzir ostatak od iskoriStenog kapaciteta na ve¢ prethodno koriStenim linkovima)

zakljucuje se da se ovom rutom moze propustiti 1 jedinica. Radi lakSeg racunanja ovo je

prikazano tablicom 2. (Hadziali¢, Korlat, 2016., 8.).
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Tablica 2. Prikaz linkovarute 1 -2 -4 —-5—6

Link Ukupni kapacitet Trenutno opterecenje | Ostatak kapaciteta (rezerva)
1->2 5 3 2
2->4 4 3 1
4->5 1 0 1
5->6 9 3 6

Izvor: Hadziaci¢, S., Korlat, A.: Maksimalan protok, seminarski rad,
Fakultet =~ za  saobracaj i  komunikacije @ u  Sarajevu, 2016., str. 8.

https://www.academia.edu/31507648/Maksimalni protok

Na slici 13. je prikazan tok na ruti 1 — 2 — 4 — 5 — 6. Ako se sada pogleda ¢vor 6
te iznosi protoka primljenih na tom ¢voru, od ¢vorova 5, 3 i 4 lako se dolazi do ukupnog
primljenog protoka na ¢voru 6 od ¢vora 1 (jer su svi tokovi poslani sa ¢vora 1) koji iznosi 9 (4

+ 3 +2). Ovim je algoritam zavrSen. (Hadziali¢, Korlat, 2016., 7.).

Slika13.: Toknarutil -2 -4 —-5—6

Izvor: Hadziali¢, S., Korlat, A.: Maksimalan protok, seminarski rad,
Fakultet ~za  saobracaj i  komunikacije @ u  Sarajevu, 2016., str. 8.
https://www.academia.edu/31507648/Maksimalni_protok
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S. MODELIRANJE PROMETA

Projektiranje horizontalnog i vertikalnog toka trase te odredivanje popre¢nih
elemenata bilo koje cestovne prometnice temelji se na kapacitativnoj analizi njenih pojedinih
elemenata. Svrha kapacitativne analize je u tome da se osigura da cestovna mreza moze
primiti postoje¢e i planirano prometno opterecenje, uz zadovoljavajucu kvalitetu odvijanja
prometnih tokova, $to podrazumijeva slobodu kretanja, brzinu i vrijeme prolaza, sigurnost i
udobnost voznje. Navedene mjere efikasnosti definiraju razinu usluge za prevladavajuce

uvjete prometa i prometnice.

U uobicajenim analizama efikasnosti transportnog sustava sama procjena kapaciteta
nije presudni ¢initelj ocjene funkcioniranja sustava vec je to prosje¢no zakasnjenje po vozilu,
medutim, svi modeli prora¢unavaju zakaSnjenje i ostale mjere efikasnosti sistema na temelju

ustanovljenog kapaciteta. (Cvitanovic, 48.).

5.1. Prometni tok

Prometni tok je istodobno kretanje viSe prometnih entiteta (automobila, vlakova,
pjesaka..) na prometnoj infrastrukturi (cesti, zeljeznic¢koj pruzi, pjeSackim stazama..) prema
odredenim zakonitostima. Teorija prometnog toka mlada je znanstvena disciplina. Kao
pocetak razvoja teorije prometnog toka navodi se 1930. godina, a vezano je uz primjenu
teorije vjerojatnosti u opisivanju odredenih karakteristika prometnog toka i za usavrSavanje
prvih matematickih modela za opisivanje relacija “tok-brzina”. Nakon 1950. godine
zamijeéen je snazan impuls u razvoju ove znanstvene discipline, kada su razvijene metode

opisivanja zakonitosti u prometnom toku, osnovane na temeljima matemati¢kog modeliranja.

Prometni tok je istovremeno kretanje viSe vozila na putu u odredenom poretku. Za
opisivanje prometnih tokova i zakonitosti kretanja motornih vozila u prometnim tokovima, na
cestovnim prometnicama, neophodno je definirati pokazatelje. Ti se pokazatelji, u teoriji
prometnog toka, nazivaju osnovni parametri prometnog toka ili osnovne veli¢ine prometnog

toka. Osnovna razlika u uvjetima kretanja vozila u prometnim tokovima u odnosu na uvjete
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kretanja pojedinacnog vozila je $to u prometnom toku na kretanje vozila djeluje i medusobna
interakcija vozila. Glavni pokazatelji za opisivanje prometnih tokova su:

= protok vozila, q

= gusto¢a prometnog toka, g

* brzina prometnog toka, v

= vrijeme putovanja vozila u toku t

* jedini¢no vrijeme putovanja vozila u toku

= vremenski interval slijedenja vozila u toku

» razmak slijedenja vozila u toku

Pod pojmom protok vozila podrazumijeva se broj vozila koja produ kroz promatrani
presjek prometnice u jedinici vremena, u jednom smjeru, za jednosmjerne prometnice ili u
oba smjera za dvosmjerne prometnice.

Pod pojmom gustoca prometnog toka podrazumijeva se broj vozila na jedinicu duljine
prometnice, po prometnoj traci, po smjerovima za jednosmjerne prometnice, odnosno u oba
smjera za dvosmjerne prometnice. Pojam gustoce vezan je prostorno za odsjek ili prometnu
dionicu, a vremenski za trenutno stanje.

Pod pojmom brzine toka eksplicitno se misli na odredenu srednju vrijednost brzina svih
vozila koja sudjeluju u promatranom prometnom toku.

Interval slijedenja vozila u prometnom toku predstavlja vrijeme izmedu prolaska dva
uzastopna vozila kroz zamisljeni presjek promatranog odsjeka puta (¢eoni prolazak vozila).
Razmak slijedenja vozila predstavlja prostorni razmak izmedu dva uzastopna vozila u
prometnom toku 1 naj¢esce se oznaCava sa Sh, a izrazava u metrima.

Sa stajaliSta realnih prometnih tokova na odsjeku puta razmak u pracenju predstavlja srednju
vrijednost svih razmaka pracenja izmedu uzastopnih vozila u odredenom toku na

promatranom odsjeku ili dionici puta. (Dadié, Kos, Sevrovi¢, 2014., 21.)

5.2. Propusna mo¢ (kapacitet) prometnice

Odnos toka i1 kapaciteta ukazuje koliki dio kapaciteta je iskoriSten sadasnjim ili

planiranim opterecenjem, Koristi se kao mjera dostatnosti postojeceg ili planiranog kapaciteta.
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(http://estudent.fpz.hr/Predmeti/O/Osnove prometnog inzenjerstva/Materijali/PROMETNI T
OK_2012.pdf).

Za oznacavanje pojma propusne moc¢i prometne trake koristi se simbol C0, za pojam
brzine pri osnovnoj propusnoj mo¢i VCO i za pojam gustoce pri osnovnom kapacitetu gCO.
Vrijednost osnovne propusne moci prometne trake CO predstavlja repernu veli¢inu prema
kojoj su, na danas$njoj razini spoznaje u teoriji prometnog toka, utvrdeni svi utjecaji
konkretnih karakteristika prometne trake i prometnog toka na propusnu mo¢ prometne trake u
realnim uvjetima. Ova vrijednost ugradena je u sve svjetski poznate obrasce pomocu kojih se
izradunava prakti¢na propusna moé prometne dionice — odsjeka ceste. (Dadié, Kos, Sevrovi¢,

2014., 73.)

U najSirem smislu, kapacitet ili propusna mo¢ prometnice je mjera njene sposobnosti
za prihvat toka vozila u kretanju. Rije¢ je o odnosu, a ne koli¢ini, i ne moze se direktno
usporediti s kapacitetom zatvorenog prostora. Sav protok (ukljucujué¢i maksimalni kapacitet)
prometnice pod utjecajem je veceg broja faktora: kolnika, karakteristika rada vozila, kontrole
rada i elementa okolisa. Medutim, osnovna jedinica je sam voza¢ i ukupnost odluka koje
grupa vozaca donosi u odredenim cestovnim, prometnim i uvjetima okolisa. Tako propusna
mo¢ ceste uvelike varira, buduc¢i da odluke koje donose pojedinci iz bilo koje grupe vozaca, a
Cak i isti pojedinac, u dva vremenska perioda nece biti identi¢na. Ova karakteristika
promjenjivosti otezava kombiniranje procjene kapaciteta iz razliCitih zemalja. lako su
koncepcije sli¢ne, odredene vrijednosti se znacajno razlikuju uslijed razlika u ponaSanju
vozaca. Termin ,,kapacitet ceste” ima dvojako znacenje: Sire 1 uze. U Sirem smislu rije¢ je o
skracenici za ,.kapacitet ceste i razine usluge®, koja komplementarno pokriva osobine prometa
na cesti od malog do maksimalnog obujma. U odredenom smislu, isti se izraz odnosi na
maksimalni broj vozila za koji se moze oc¢ekivati da ga cesta primi u danim uvjetima. Pod
idealnim cestovnim i uvjetima okoli$a i s najhomogenijom skupinom vozaca i vozila koja se
moze nac¢i u normalnoj situaciji, kapacitet jedne trake je oko 2400 vozila na sat. Taj kapacitet
daju prosjecni intervali slijedenja od 1,5 sekundi. Takvi prosjec¢ni intervali bili su promatrani
u kratkim periodima, a rijetko za ¢itav jedan sat u centralnim trakama ceste izgradene po
najviS§im standardima. Kombinacija okolnosti koja omoguc¢ava tako visoku stopu protoka

izuzetno je rijetka, a ako i nastane, rezultirat ¢e vrlo nestabilnom situacijom, stoga se takva
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rijetko postignuta vrijednost rijetko koristi u proracunima. Radije se Kkoristi kao apsolutna

gornja granica stope propusne moc¢i. (Biondi¢, 2016., 8.).

Poznavanje propusne moc¢i C [voz/h] polazni je preduvjet za donoSenje bitnih
inzenjersko-studijskih zakljucaka, a treba istaknuti:

= da je propusna mo¢ bitan parametar pri usporedbi varijanata i odabiru najpovoljnijeg
rjesenja, a sve rekonstrukcije zahtijevaju provjeru propusne moci,

= da se projektni elementi nove ceste preteZito zasnivaju na usporedbi prognoziranih
prometnih potreba i propusne moc¢i ceste,

» da se nedostatci postoje¢e cestovne mreze mogu kvalitetno provjeriti usporedbom
prometnog opterecenja i propusne moci pojedinih cestovnih pravaca.

Pri odredivanju propusne moci ceste polazi se od propusne mo¢i jednoga prometnog traka.

Propusna mo¢ C ceste na jednom prometnom traku u broju vozila za jedan sat

predocena je jednadzbom:

60x60xv 3.600xV 1.000xV voz
C = = =
a 3,6xa a h

u kojoj je:

C — propusna mo¢ prometnog traka [voz/h]
V — brzina voznje vozila [m/s]

V — brzina voznje vozila [km/h]

a — sigurnosni razmak izmedu vozila u kretanju [m].

Takav nacin proracuna propusne moc¢i C bio bi mogu¢ samo ako je prometni tok
homogen, tj. ako su sva vozila u prometnom traku jednakih tehnickih svojstava, ako svi
vozaci imaju iste psihofizicke znacajke i1 ako su na svim dijelovima ceste osigurani jednaki
uvjeti voznje. Budu¢i da je takav prometni tok u stvarnosti ne postoji, pri proracunu propusne
moci koriste se jednadzbe dobivene na temelju suvremenog prometnog toka, uzimajuéi u
obzir Sirinu prometnog traka, udaljenost bo¢ne smetnje, vidljivosti, sigurnosti, udobnosti,
¢imbenik vr$nog sata, tehnicke elemente ceste, strukturu prometa i sl. Danas u svijetu postoje

razli¢ite metode za proracun propusne moci ceste. (Biondi¢, 2016., 8.).
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Kapacitet je maksimalan broj vozila koji moZze pro¢i kroz promatrani presjek ceste ili
traka u jedinici vremena pri prevladavaju¢im uvjetima prometa i prometnice. (Cvitanovic,

48.).

Kapacitet je maksimalan broj vozila koji se moze ocekivati da ¢e proci presjekom ili
uniformnom dionicom ceste ili trakom. u odredenom vremenskom razdoblju, pod
prevladavajué¢im uvjetima prometnice, prometa i kontrole prometa. Prometni uvjeti odnose se
na strukturu prometa (teSka vozila, autobusi, osobna vozila) kao i na razdiobu manevara
skretanja na raskrizjima te vremenske promjene potraznje izrazene npr. faktorom vrs$nog sata.
Uvjeti prometnice se odnose na geometrijske karakteristike odredene vrste prometnice kao $to
su broj i namjena trakova, §irina trakova i udaljenost boénih smetnji, horizontalni tok i
uzduzni nagibi. Uvjeti kontrole prometa se odnose na na¢in vodenja isprekidanih prometnih
tokova: semafori, znak sporedne ceste, stop znak... (Cvitanovi¢, 54.).

Kapacitet je izrazen u vozilima ili osobama, koje moze u odredenom vremenskom razdoblju
proé¢i odredenim presjekom traka ili ceste u prevladavaju¢im uvjetima odvijanja prometnog

toka.

Kapacitet se definira za razli¢ite prevladavajuce uvjete (razinu usluge) i predstavlja
fiksnu, brojcanu vrijednost. Za definiranje kapaciteta sve metodologije Kkoriste koncept
idealnog kapaciteta. Stvarni kapacitet (za odredenu razinu usluge) dobije se smanjenjem
vrijednosti idealnog kapaciteta, koje je uvjetovano razlikom stvarnih od idealnih uvjeta, $to se
koncepcijski moze zapisati kao: C = Ci*f1*f2*{3* | *fi.

= C je kapacitet za odredenu razinu usluge, odnosno prevladavajuce uvjete
= Ci jeidealni kapacitet
» fi su faktori prilagodavanja kapaciteta za prevladavajuce uvjete
Za razli¢ite vrste prometnica definiraju se razliciti idealni uvjeti te razliciti faktori korekcije

idealnog kapaciteta. (Cvitanovic¢, 54.).
Glavna svrha proracuna kapaciteta je procijeniti najve¢i broj vozila ili ljudi koje

analizirani prometni objekt moze prihvatiti uz zajamceni stupanj sigurnosti u odredenom

vremenskom periodu. (Novacko, Pilko, 2017., 1.).
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Prva teorijska razmatranja zakonitosti kretanja vozila i propusne mo¢i polazila su od
pretpostavke da se prometni tok ponasa kao fluid, tj. da je homogen. Osnovna zakonitost

prometnog homogenog toka:

— G-V [2%% — 9 [voz
Q=G V[h],odnosnoG V[km]

VozZ

Q — protok vozila, [T ]
G — gustoca prometnog toka, [% ]

V — brzina prometnog toka, [% ].

Gustoc¢a prometa predstavlja ukupan broj vozila koja se u trenutku promatranja nalaze
na odredenom odsjecku (duljini) ceste i oznacava mjerilo za odredivanje stvarne iskoriStenosti
propusne moc¢i na odredenoj cesti. Gustofa prometa prakticki se dobiva brojanjem vozila
vizualno ili s pomocu posebnih uredaja. Pri odredivanju propusne moéi prometnice polazi se

od propusne mo¢i jednoga prometnog traka. (Sangulin, 2015., 17.).

5.3. Maksimalni protok u cestovnim mreZama s kapacitetom koji ovisi o

brzini; primjer Bangkok

S obzirom da je u Hrvatskoj iznimno malo literature o temi ovog rada te primjeri
izrauna gotovo 1 ne postoje, prije izraCuna u gradu Rijeci, bit ¢e ukratko prikazan primjer
ulaznih podataka za koriStenje Ford-Fulkersonovog teorema na primjeru grada Bangkoka.
Promijenjeni Ford-Fulkersonov algoritam Kkoristi se za procjenu maksimalnog protoka

prometa kroz odabranu mrezu cesta u Bangkoku.

U mnogim gradovima prometne guzve predstavljaju veliki problem. Postoje mnogi
pokusaji da se pokusa poboljsati dizajn ceste i prometa s detaljnim empirijskim mjerenjima
prometa, analizama prometnih nesreca, analizama "crnih to¢aka", revizijom prometnih zakona
i metoda izvrSenja, ukljucujuéi fiziku, matemati¢ko modeliranje i raCunalnu simulaciju. Ford-

Fulkersonov algoritam je dobro poznata metoda teorije grafikona za izracunavanje
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maksimuma protoka kroz mreze. U cestovnoj mrezi, kapacitet je funkcija brzine ili gustoce

prometa. (Prema: Kichainukon, Moore, Phalavonk, 2013., 489.).

Na slici 14. prikazana su mjerenja, koja pokazuju da se protok prometa povecavao
otprilike linearno kao gustoca, sve do kriti¢ne gustoce. Pri kriticnoj gusto¢i, protok na cesti
bio je maksimalan i moze ga se smatrati maksimalnim kapacitetom ceste. Kako se gustoca
povecala iznad ove kriti¢ne tocke, doslo je do velikog smanjenja kapaciteta ceste i prometnog
toka. Kapacitet ceste nastavio se smanjivati kako se povecava gustoca te lako dolazi do guzve.
Podrudje ispod kriticne gustoce odgovara "regiji slobodnog protoka"”, gdje je prometni tok
manji od kapaciteta ceste, dok podruéje iznad kriti¢na gusto¢e odgovara "zaguSenom podrucju
protoka", u kojem je protok ogranic¢en kapacitetom ceste. Kapacitet ceste stoga nije konstanta.
(Prema: Kichainukon, Moore, Phalavonk, 2013., 489.).

Slika 14.: Eksperimentalna mjerenja protoka prometa

9 protok
P — kapacitet za u < u¢
5 Kapacitet se smanjuje za u > uc
.t ’/
2
H b - o %o
o ° . .
o....’ ....‘..:: .
V",/ *
/ —— ,
O u 3 gustoca

Izvor: Prema: Kichainukon, W., Moore, E., Phalavonk, U.: Maximum flow in road networks
with speed-dependent capacities — application to Bangkok traffic / Songklanakarin J. Sci.
Technol. 35 (4), 489-499, 2013., 489., http://rdo.psu.ac.th/sjstweb/journal/35-4/35-4-15.pdf

Procjena cestovnih kapaciteta u funkciji brzine je tezak problem zbog razli¢itih vrsta
vozila na cesti i razli¢itih vozackih navika vozaca. Procjenjivani su cestovni kapaciteti kao
funkcija brzine, pomoc¢u podataka 0 sigurnom odvajanju automobila. Podatci koji daju

sigurne zaustavne udaljenosti u funkciji brzine prikazani su na slici 15.

32


http://rdo.psu.ac.th/sjstweb/journal/35-4/35-4-15.pdf

Slika 15.: Sigurne zaustavne udaljenosti za automobile (prilagodeno od Toyote, 2009.)
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Izvor: Prema: Kichainukon, W., Moore, E., Phalavonk, U.: Maximum flow in road
networkswith ~ speed-dependent  capacities, 35 (4), 489-499, 2013., 489,
http://rdo.psu.ac.th/sjstweb/journal/35-4/35-4-15.pdf

Zaustavna udaljenost ukljucuje dvije udaljenosti. Prva udaljenost procjenjuje se kao
udaljenost koju ¢e automobil pro¢i u vrijemenu koje je potrebmo vozacu da vidi opasnost i
pritisne ko¢nicu. Ovo vrijeme reakcije se uzima kao otprilike jedna sekunda. Druga udaljenost
je udaljenost koju ¢e vozilo prijeci, nakon §to vozac primijeni kocnice.

(Prema: Kichainukon, Moore, Phalavonk, 2013., 489.).

Nakon izra¢una pomocéu Ford-Fulkersonovog teorema rezultati su pokazali da
maksimalno siguran protok ceste nastaje kada sva vozila odrzavaju istu brzinu od oko 30 km/
h. Pri brzinama iznad ove vrijednosti, maksimalni protok se povecava dok se brzina smanjuje
i promet se odvija nesmetano. Ispod 30 km/h maksimalni protok brzo se smanjuje dok se
brzina smanjuje i mogu se lako javiti prometne guzve. Postoje faktori koji nisu ukljuceni u
proracunu, ali u koristenju Ford-Fulkersonovog teorema nisu potrebni jer je vazno izracunati
kapacitet, a kapacitet se racuna u optimalnom prometnom toku, dok se koeficijenti pojedinih
ucinaka mogu naknadno koristiti. Ti u¢inci mogu biti npr. ucinci automobila koji se kre¢u
razli¢itim brzinama te mijenjanje traka. Takoder, nije uklju¢en ucinak da se cestovni
kapaciteti u odredenoj brzini mogu povecati ako voza¢i odrzavaju manje od preporucene
sigurne udaljenosti itd. Neukljuceni u¢inci mogu smanjiti cestovne kapacitete i povecati rizik

od nesrec¢a. (Prema: Kichainukon, Moore, Phalavonk, 2013., 494.).
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6. IZRACUN KAPACITETA IZABRANIH ULICA U GRADU
RIJECI POMOCU FORD-FULKERSONOVOG TEOREMA

6.1. Izracun kapaciteta

U nastavku rada prikazane su ulice u gradu u Rijeci, u kojima je izracunat kapacitet
svake ulice. Ulice koje su u mrezi:
= Forella la Guardije
= Pomerio
= Zrtava fadizma

= KreSimirova

» Zabica
= Riva
=  Ciottina

= Jadranki trg
= Zadarska

» |vana Zajca

Kapacitet je izracunat prema sljedecoj formuli:

C_60x60xv_3.600xV _1.000XV voz
B a  36xa a h

V — brzina izrazena u km/h iznosi 40 km/h
V - brzina izrazena u m/s iznosi 11,11 m/s (km/h: 3,6 = m/sec =40: 3,6 =11,11 m/s)

a - sigurnosni razmak izmedu vozila u kretanju iznosi 22,22 m/s

Voza¢ je duzan vozilo u prometu drzati na potrebnom razmaku kako bi mogao
zaustaviti svoje vozilo u svakom trenutku. Kada bi sva vozila u nizu bila iste vrste, tehnickog
stanja i brzine, razmak medu njima odgovarao bi duzini puta reagiranja vozaca. Kako je u
prometu vrlo Cesta raznovrsnost, ove razlike se moraju uvaZzavati kod odredenja potrebnog

razmaka. Razmak zaustavljenih vozila iznosi 1-2 m. Za razmak vozila u pokretu, jako je bitna
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brzina kretanja kao i razlika brzina i nacin usporenja. Ako se prednje vozilo kretalo manjom
brzinom pa ga se sustizalo, a dode li do naglog usporenja, uz duzinu puta reakcije treba dodati
i put kocenja, da bi se moglo zaustaviti bez naleta na to vozilo. U naselju u kojem je brzina
limitirana a pozornost ve¢a, minimalan razmak okvirno je 1 sec ili 1/3 brzine Kako se u
nepovoljnim uvjetima teze uocavaju okolnosti, a voza¢ Cesto reagira sa zakaSnjenjem i koci
intenzivnije, iz sigurnosnih razloga razmak treba povecati za gradske uvjete na 2 sec., a izvan
grada na 3 sec. Zbog slozenosti to¢nih fizikalnih formula, za vozace je prakti¢nije koristiti

empirijske, kojima se lakse koristiti, a ipak daju korisne podatke:

= m/sec= km/h:10 x 3
= km/h: 3,6= m/sec

(http://autoskola-chill.hr/razmak-izmedu-vozila-u-prometu/)

Prema navedenim podatcima, koji kazu da je minimalan razmak oko 1 s ili 1/3 brzine,
a da je u nepovoljnim uvjetima potrebno, zbog sigurnosti, povecati razmak na 2 s, u radu je
uzet razmak od 2 sekunde. Prema navedenoj formuli, sigurnosti razmak od 2 s, pri brzini od
40 km/h iznosi 22,22 m/s. (40:3,6 =11,11 x 2 = 22,22 m/s).

Uvrstimo li u formulu dobivene iznose kapacitet iznosi 1800 voz/h

_ 60x60x11,11 3.600x40 _ 1.000x40 voz
- 22,22 T 3,6x22,22 22,22 [ h

C = 1800 = 1800 = 1800 voz/h

Uvrsti li se u formulu sigurnosna udaljenost od 1 sekunde, prema istoj formuli
kapacitet iznosi 3600 voz/h. S obzirom da je udaljenost od 1 s minimalna i da u Rijeci Cesto
nastaju nepovoljni uvjeti za voznju, u radu je uzet kapacitet od 2 s, koji se uzima pri
nepovoljnijim uvjetima. Ceste obilne kise, izlijetanje $ahti i potreba za $to veéom sigurnoéu
povecavaju potrebu za veom sigurnosnom udaljenoS¢u. Zbog nedovoljne udaljenosti i
ucestalih nepovoljnih uvjeta Cesti su naleti na vozilo ispred. Kako je ve¢ dokazano na
primjeru Bangoka, pri vecoj gusto¢i se kapacitet povecava do kriticne tocke te se onda

smanjuje. Pri manjoj udaljenosti izmedu automobila vec¢i je kapacitet, ali on se nakon
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odredenog vremena smanjuje, nastaju guzve i manja proto¢nost. Zbog bolje razine usluge i
zbog vece sigurnosti bolja je Sto veca sigurnosna udaljenost, nema guzvi, kapacitet se, nakon

odredenog trenutka, povecava i voznja je sigurnija.

| drugi izvori potvrduju potreban razmak od 2 s.

Neformalna pravila govore o sigurnosnim razmacima u raznim uvjetima voznje:

» Pravilo dvije sekunde
Na suhoj cesti odbroji se do dva i pozicionira svoj automobil tako da je na udaljenosti od
dvije sekunde. Najbolje je tu metodu primijeniti kada vozilo ispred prolazi uz neki znak ili
neki dio na cesti gdje ¢e se moc¢i mjeriti pozicija automobila.

= Pravilo Cetiri sekunde
Sve je isto kao i kod dvije sekunde, samo Sto je potrebno voziti na Cetiri sekunde iza vozila
koje je ispred, u uvjetima kiSe i vlazne ceste.

* Pravilo deset sekundi
Izgleda kao mnogo vremena — manje od deset sekundi treba vrhunskim atleti¢arima da prijedu
100 metara. Medutim, kako ovo pravilo vrijedi kad je cesta pokrivena snijegom i ledom, treba
znati da se u ekstremnim vremenskim uvjetima produzuje put kocenja automobila (pa ¢ak i
onih najnovijih i najmodernijih).

(http://www.automanija.com/hak-vozaci-u-hrvatskoj-uglavnom-ne-postuju-razmak-izmedu-

vozila/). Slijedi prikaz ulica za koje je racunat kapacitet.

Slika 16.: Prikaz dijela grada Rijeke, u kojem su odabrane ulice

Tes; AR
'S A S 7 Prirodoslovni
M . Pomorski i povijesni ¢&) R sy OVI
2 s muzej Rijeka
muzej Hrvatskog '

Park Nikole : ko w’ KD
Hosta

Trsatske Stube (F

retog Vida Q PEEK&POKE

Katedrala Sv
Arriva Bus Tickets Rijeka § )
X : " Erste&Steiermarkische Trg Rijeéke Staravrata |
Bank rezolucije
Ljiekarna Mazz «{\DV lrg
'(P/‘/a Gracl?skl toranj @
[ o
Ca 1OF¢
@ Parkiraliste
=
Q,g} Rijeka Main Market z\\’b
<

Izvor: https://www.google.com/maps/place/
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Na slici br. 17. prikazana je mreza ulica, s ulazima i izlazima iz mreze, odnosno
izvorima i ponorima te medusobni polozaj ulica. Slika br. 18. prikazuje kapacitet svake ulice,

ili dijela ulice, prema unaprijed prikazanom na¢inu izracuna.

Slika 17.: Mreza ulica za izracun

V.C.Emina 1. maja (ulazumrezu) 1 F.1a Guarda 3 Pamerio 8 7rtavafasizma 10

N

R. Supita (izlaz iz mreze)

Ciottina

¢ Jadranskifrg

Zabica
Zadarska
Kresimirova (ulaz umredu) 2 4 7 9 " Delta (izlaz iz mreze)
»O »0) . » 9 -
Krelimirova Riva Riva |. Zajca
Izvor: izradila Autorica
Slika 18.: Prikaz kapaciteta ulica
3600 1800 3600 5400
o0 1 1800 3 1800 g 81 82 83 10 oo
o 4 —0—0—0—@——
00 2 9 91 1 00
3600 5400 5400 3600 5400

Izvor: izradila Autorica
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6.2. Primjena Ford-Fulkersonovog teorema za izracun maksimalnog

kapaciteta u odabranim ulicama grada Rijeke

S obzirom da se izracunati kapacitet odnosi na sat zelenog svjetla na semaforu,
potrebno je izracunati, za svaki pojedinacni semafor u mrezi, koliko trajanje je zelenog svjetla
u jednom satu na semaforu. Mjereno je vrijeme svakog ciklusa na semaforima te izracunat

odnos faze zelenog svjetla u ciklusu.

Ciklus je vrijeme koje protekne od pocetka paljenja jedne kombinacije signalnih
pojmova do ponovnog paljenja te iste kombinacije, tj. vrijeme u kojemu se izmijene sve faze
u ciklusu. Faza je dio ciklusa u kojem jedna ili viSe skupina vozila ili pjeSaka ima slobodan

prolaz. Trajanje pojedine faze ne smije biti krace od 15 sekundi. (Barisi¢, 2014., 87.)

Slika 19.: Semafor u Ciottinoj ulici

Izvor: https://www.google.com/maps/place/Ciottina+ul.,+#51000,+Rijeka

Na semaforu, na slici 19., zeleno svjetlo u ciklusu traje 25 sekundi. Ciklus traje 76
sekundi. Postotak zelenog svjetla u ciklusu iznosi 32,9%. Prema tome, unutar jednog sata,

odnosno 60 min., zeleno svjeto je upaljeno 19,7 min.
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Slika 20.: Semafor na Zabici, ulica Riva
'.‘. SF. . . oy

-------

Izvor: https://www.google.com/maps/place/%C5%BDabica,+51000,+Rijeka/

Na semaforu, na slici 20., zeleno svjetlo u ciklusu traje takoder 25 sekundi. Ciklus
traje 76 sekundi. Postotak zelenog svjetla u ciklusu iznosi 32,9%. Unutar jednog sata,
odnosno 60 min., trajanje zelenog svjetla iznosi 19,7 min.

Ciklusi semafora u ulici Jadranski trg 1 Zadarskoj ulici traju takoder 76 sekundi. Trajanje faze
zelenog svjetla, za automobile, iznosi 25 sekundi. U tijeku jednog sata trajanje zelenog svjetla
je 19,7 min.

Trajanje ciklusa semafora u ulici Riva iznosi 120 sekundi. Od toga je trajanje zelenog svjetla
45 sekundi. Postotak zelenog svjetla u ciklusu iznosi 37,5%. U jednom satu zeleno svjetlo je
upaljeno 22,5 min.

U ulici Ivana Zajca ciklus iznosi takoder 120 s, ali je faza zelenog svjetla za automobile u
trajanju od 40 s. Istim izratunom rijeSeno je da trajanje zelenog svjetla u jednom satu iznosi
20 min., odnosno 33,33%.

U ulici Forella la Guardia trajanje ciklusa na oba semafora iznosi 130 s, a trajanje zelenog
svjetla 60 s. U toku jednog sata zeleno svjetlo je upaljeno 46,15%, tj. 27,70 min., a za drugi
42,9%, odnosno 25,7 min.

U ulici Pomerio ciklus traje 140 s, a faza zelenog svjetla 60 s, §to iznos 42,9%, odnosno 25,7
min.

Iz ulice Zrtava fadizma semafor ima trajanje ciklusa od 120 s. Od toga je trajanje zelenog

svjetla 70 s, odnosno, unutar jednog sata 58,33%, tj. 35 minuta.
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U sljede¢em je koraku potrebno izraCunati za koliko se smanjuje kapacitet vozila u
jednom satu, s obzirom na trajanje zelenog svjetla u jednom satu. Razli¢iti faktori smanjuju
kapacitet te se dodatni mogu uvrstiti naknadno, npr. parkirna mjesta, ali u radu je dokazano
smanjenje kapaciteta na primjeru izraCuna semafora. S obzirom da prometni tok nikad nije
optimalan ni homogen, na kapacitet mogu utjecati razli¢iti cimbenici, a njihov utjecaj moze se
po potrebi izracunati. U ovom radu je prikazano ograni¢enje na primjeru semafora, kako bi pri
ovim uvjetima i ovakvom radu semafora, upotrebom teorema, dobili maksimalni moguci
kapacitet vozila. Za razliito trajanje ciklusa ulazni podaci bili bi drugaciji ali princip

racunanja je jednak.

Takoder, u radu je prikazano i1 ograni¢enje po broju voznih traka u pojedinim ulicama.
Broj traka se, zbog razli¢itih razloga, najces¢e parkinga, kroz jednu ulicu povecava i

smanjuje, Sto je prikazano razli¢itim kapacitetima unutar jedne ulice.

Za potrebe izraCuna smanjenja kapaciteta postoje razlozi, koji se izra¢unavaju na nacin
da se utvrdi kako i koliko utjecu na kapacitet vozila. Takoder, prema navedenoj formuli za
kapacitet, sigurnosna udaljenost je takoder stavka koja bitno pridonosi razlikama u broju
vozila koja prolaze prometnicom. Dakle, u ovom radu je prikazan izraCun primjera s
odredenim ulaznim podatcima, koji po potrebi, mogu biti druk¢iji. Ovdje su prikazani ulazni
podatci, koji su smatrani najadekvatnijima 1 najpotrebnijima, medutim, konkretnije situacije
mogu zahtijevati proucavanje i uvodenje drugih parametara, koji ovdje nisu obradeni, jer cilj 1

svrha istrazivanja ¢e odrediti koje pokazatelje i na koji nacin je potrebno uvesti u izracun.

Na sljedecoj slici prikazan je kapacitet za svaku ulicu po satu zelenog svjetla, tj. koliko
vozila moze pro¢i odredenom cestom unutar jednog sata, ali samo dok je zeleno svjetlo. Kako
je ve¢ navedeno, npr. na prometnicama na kojima nema semafora, potrebno je uvesti razlicite
ulazne podatke, odnosno utvrditi $to smanjuje kapacitet te racunati s tim podatcima. Princip i

izracun algoritma je jednak u svakoj situaciji.

Ovime je dokazano koliko je Siroka primjena teorema u raznim prometnim situacijama

te da se na svakoj dionici ceste mogu, pomocu teorema, izracunati potrebni podaci, koji ¢e biti
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tocni. Jedini je uvjet to€no prepoznati ograni¢enja odredene dionice u odnosu na ono S$to se

racuna.

Slika 21.: Kapacitet ulica po satu zelenog svjetla

82100 1050 2100 3150
o0 :.1 831 81. 82 83 10 o0
00 =.2 ] g1 11 o0
1184 2025 2025 1199 1798

Izvor: izradila Autorica
Sljedeca slika prikazuje ulice s nazivima i kapacitetima po satu zelenog svjetla.

Slika 22.: Kapaciteti ulica

) Zrtava fadizma
F. la Guardia Pomerio
82100 1050 2100 3130
0o =.1 831 3 2 81 82 83 10 g
592
'3_3_Ciotlina
Jadr. trg
5]
1184
1777 Zadarska
00 =.2 :.4 7 1184 g a1 M g
1184 2025 2025 1199 1798
Kresimirova Riva Riva I. Zajca

Izvor: izradila Autorica

Racunanje Ford-Fulkersonovim teoremom podrazumijeva ishodiste i odrediSte u
mreZi, tj. izvore 1 ponore, odnosno pocetne i zavrsne tocke te je na sljedecoj slici prikazana

mreza S izvorima i ponorima. Pocetna tocka a i zavrSna b su fiktivni bridovi u mrezi.
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Pretpostalja se da je njihov kapacitet dovoljno velik, $to znaci da ti vrhovi ne stvaraju nikakvo

ogranicenje. To je pocetni graf, tj. mreza, od koje po€inje izrac¢un pomocu teorema.

Vrhovi su oznaeni nazivima ulica, a bridovi kapacitetom. Potrebno je izraCunati
maksimalan protok od vrha a do vrha b kroz mrezu. KoriStene su metoda dodavanja

pozitivnog toka i metoda etiketiranja.

6.3. Primjena metode dodavanja pozitivhog toka u izra¢unu Ford-

Fulkersonova teorema

Ova metoda je jedna od dvije metode koje se koriste za izra¢un u Ford-Fulkersonovom
teoremu. Na slici 23. prikazana je mreza, s izvorom i ponorom te su upisani podaci na temelju

prethodnih izracuna.

Slika 23.: Mreza za koju je potrebno prona¢i maksimalan kapacitet

2100 1050 2100 3150
1 831 3 72 8 81. 82 83 10

9 g1. M

1184 2025 2025 1199 1798

Izvor: izradila Autorica

U 1. koraku potrebno je naéi najmanji kapacitet u najviSem putu. Na slici 24. je
prikazan 1. korak te je vidljivo da je najvisiputa—1—-3-8-8.1.-8.2.-8.3. - 10 - b.
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Slika 24.: Prvi korak u mrezi - metoda dodavanja pozitivhog toka

2100 1050 2100 3150
1 831 3 2 8 81 82 83 10

1184 2025 2025 1199 1798

Izvor: izradila Autorica

Sljedece je potrebno utvrditi najmanju propusnu vrijednost u najvisem putu, a to je

772, tj. tok od vrha 3 do 8.

Umanjenje su vrijednosti u tokovoma 1-3, 8-8.1., 8.1.-8.2., 8.2.-8.3. 1 8.3.-10. za 772.

Sada je vidljiva nova transportna mreza koja je prikazana na slici 25.

Slika 25.: Mreza nakon prvog koraka - metoda dodavanja pozitivnog toka

7721050 7723150
772,2100 772,2100
1 772,831 3 772,772 8 81. 82 83 10

9 91. M

1184 2025 2025 1199 1798

Izvor: izradila Autorica

a—-1-3-8-81.-82.-83.-10-b; k=772
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Slika 26.: Mreza nakon izra¢una u prvom koraku - metoda dodavanja pozitivnog toka

1328 278 1328 2378
1 59 8 81 82 83 10
a b
2 ] g1 M
1184 2025 2025 1199 1798

Itvor: izradila Autorica

Ponovno se provodi jednak postupak. Vidljivo je da je put 3 — 8 zasiéen, a na putu 1 —

3 ima 59 slobodnih jedinica, stoga je novi najvisi puta—1-3-3.1.- 3.2.-33.-5-6-7-9

-9.1. — 11 — b, a tok s minimalnom propusnosti je 1 — 3, ¢ija je vrijednost 59. Navedeni put se

umanjuje za 59 jedinica, §to je vidljivo na slikama 27. i 28.

Slika 27.: Mreza nakon drugog koraka - metoda dodavanja pozitivnog toka

7721020 772,3150
772,2100 772,2100
1 59,59 3 172,772 8 g1. 82 83 10
59,592 a9
59/1184
59,592
. 59,1184 )
6 591184
1777
2 4 759,184 9 91 11
1184 2025 59,2025 59,1199 59,1798
Izvor: izradila Autorica
a-1-3-31.- 32.-33.-5-6-7-9-91.-11-b; k=59
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Slika 28.: Mreza nakon izra¢una u drugom koraku - metoda dodavanja pozitivnog toka

772,100 7723150
7722100 7722100

1 0 3 0 8 81 82 g3 10

1184 2025 1966 1140 1739

Izvor: izradila Autorica

U sljedecem koraku ponovno je pronaden najvisi put i najniza vrijednost puta. Put je
sljede¢i:a—2—-4—-7-9-9.1. — 11 — b. Najniza vrijednost iznoi 1140 i nalazi se na putu od
vrha 9 do vrha 9.1. Umanjene su vrijednosti na navedenom putu, $to je vidljivo na slikama 29.

1 30.

Slika 29.: Mreza nakon tre¢eg koraka - metoda dodavanja pozitivnog toka

772,1050 772,3150
7722100 772,2100
1 0 3 0 8 81 82 83 10
533
1125
a b
1125
1401777
2 4 7 1125 9 91 M
1140,1184 1140,2025 1140,1966  1140,1140 1140,173%

Izvor: izradila Autorica

a—2-4-7-9-9.1.-11-b; k=1140
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Slika 30.: Mreza nakon izracuna u tre¢em koraku - metoda dodavanja pozitivnog toka

77121080 772,3150
772,2100 7722100

1 0 3 0 8 81. 82. 83 10

@

44 826 0 599

Izvor: izradila Autorica

S obzirom da viSe ne postoji neprekinuti put od vrha a do vrha b, tj. ne postoji
moguénost daljnjeg propustanja automobila, koji bi, pod ovim ograni¢enjima i uvjetima,
mogli prometovati dionicama a — b, ovime algoritam zavrSava. Maksimalan kapacitet je
dobiven nakon zbrajanja tokova, koji su u svakom od koraka bili tokovi s najmanjom
vrijednosti, tako da maksimalni kapacitet iznosi: k1 + k2 + k3 = 772 + 59 + 1140 = 1971

voz/h.

6.4. Primjena metode etiketiranja u izracunu Ford-Fulkersonova teorema

Metoda etiketiranja se takoder koristi u izra¢unu Ford-Fulkersonova teorema. Izracun
objema metodama, ukoliko je to¢an, mora dati jednak rezultat. Na slici je ista pocetna mreza
kao 1 u raCunanju prvom metodom. Zadatak je takoder isti, potrebno je izracunati maksimalan

kapacitet u mrezi od vrha a do vrha b.
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Slika 31.: Mreza za izra¢un — metoda etiketiranja

2100 1050 2100 3150
8 81. 82 83 10

a78

9 g1 M

1184 2025 2025 1199 1798

Izvor: izradila Autorica

U prvom koraku je izabrana najmanja vrijednost u najviSem putu. Dakle, put je
sljede¢i:a—1-3 -8 -8.1. — 8.2. — 8.3. — 10 — b. Najmanja vrijednost u ovom putu iznosi
772, §to znaci da tim putem moze proéi 772 jedinice, odnosno vozila. Sljedeéa slika prikazuje

mrezu nakon prvog koraka.

Slika 32.: Mreza nakon prvog koraka — metoda etiketiranja

1328 278 1328 2378
8 81 82 83 10

9 94. M

1184 2025 2025 199 1798

Izvor: izradila Autorica

U drugom koraku, obzirom da je put 3 - 8 potpuno iskoristen, prikazano je slanje 59
jedinica, odnosno vozila, do vrha 3, pa preko vrhova 3.1., 3.2, 3.3., 5,6, 7, 9, 9.1, 11. do
odredista b. To je prikazano na slici 33. Takoder, slanjem 59 vozila put od vrha 1 do vrha 3 je

potpuno iskoristen te nije viSe vidljiv na slici.
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Slika 33.: Mreza nakon drugog koraka — metoda etiketiranja

1328 278 1328 2378
8 §1. 82 83 10

9 91, M

1184 2025 1966 1140 1739

Izvor: izradila Autorica

S obzirom da su potpuno iskoristeni putevi 3 — 8 1 1 — 3 pristupljeno je analizi ostalih
puteva koji vode od izvora do odredista. Vidljivo je da je jedini preostali put, koji vodi od
tocke a do b sljede¢i:a—2—-4-7-9-9.1. — 11. U tom putu potrebno je prona¢i najmanju
vrijednost a ona iznosi 1140 i spaja vrhove 9 i 9.1. Na sljedecoj slici je vidljivo smanjenje

vrijednosti duz tog puta i nestanak puta 9 — 9.1.1.

Slika 34.: Mreza nakon tre¢eg koraka — metoda etiketiranja

1328 278 1328 2378
1 3 8 81. 82 83 10

Izvor: izradila Autorica

Vise ne postoji niti jedan put, koji nesmetano 1 neprekinuto vodi do tocke a do tocke b,

odnosno od izvoriSta do odrediSta te ovime algoritam zavrSava.
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Maksimalni protok predstavlja zbroj najmanjih jedinica iz svakog moguéeg puta,
odnosno zbroj maksimalno moguce poslanih jedinica, tj. vozila, u svakom putu te on iznosi:
kl+k2+k3=772+59 + 1140 = 1971 voz/h.

Obje koriStene metode su dale jednak i toc¢an rezultat. Zakljueno je da maksimalan

kapacitet po satu zelenog svjetla, na putu od toc¢ke a do tocke b, iznosi 1971 vozilo.

Na sljedecoj slici biti ¢e prikazan nacin prolaska vozila kroz mrezu kako bi bio
ostvaren optimalan put. Odnosno, vozila iz ukupnog izraCunatog maksimalnog kapaciteta
raporedena su kao na sljedecoj slici, tj. prema prolasku broja vozila kroz odredene ulice.
Nakon izratuna maksimalnog kapaciteta prikazan je i optimalan put kroz ulice, od vrha a do

vrha b, po broju vozila.

Nacin na koji je izracunato je sljedeci: za svaki od tri moguéa puta odredeni broj
vozila prolazi kroz odredene ulice. S obzirom da se u pojedinim putevima ulice preklapaju, to
znaci da je potrebno zbrojiti minimalne vrijednosti, odnosno maksimalnee kapacitete u tim

ulicama, kako slijedi:

1. put - a-1-3-8-81.-82.-83.-10-b; k=772
2. put - a-1-3-31.-32.-33.-5-6-7-9-91.-11-b; k=59
3. put - a-2-4-7-9-91.-11-b; k =1140

Vidljivo je da u putu broj 1. vozila prolaze od ulice 1. do ulice 3., odnosno vrha 1. do
vrha 3., te je za taj dio zbrojen kapacitet 772 + 59, §to iznosi 831. Takoder, vidljivo je dai u
drugom i tre¢em putu vozila prolaze istim ulicama. Drugi i tre¢i put prolaze kroz ulice 7 — 9 -
9.1. — 11 te je potrebno zbrojiti kapacitete tih puteva, sto iznosi: 59 + 1140 = 1199. Slijedi

prikaz optimalnog puta s obzirom na izracun.
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Slika 35.: Prikaz optimalnog puta u mrezi, s obzirom na kapacitet

72 72 172 I
8 81. 82 83 10

9 g1 M

1140 1140 1199 1199 1199

Izvor: izradila Autorica

Kapacitet, ra¢unat po formuli, iznosio je 1800 vozila (do maksimalnih 3600 vozila pri
minimalnom sigurnosnom razmaku), uzev§i u obzir ogranienja brzine i sigurnosnog
razmaka. U izra¢unu Ford-Fulkersonovim teoremom uvedena su dodatna ogranicenja po broju
traka i trajanju zelenih svjetla na semaforima, jer se radi o gradskim uvjetima, gdje semafori
uvelike utjeu na kapacitet te je prikazan povoljniji, tocniji 1 precizniji nacin ra¢unanja za
odredeni put. Prikazan je dakle, nakon izracuna, to¢an broj vozila, bez oscilacija, koji mogu

pro¢i navedenim putem, Sto predstavlja precizan broj s ovim ulaznim podatcima.

U radu je Ford-Fulkersonovim teoremom racunat maksimalan protok za odredene
ulice i za prolaz putem koji zadovoljava povezan put od tocke a do b. Vidljivo je da je u
odredenim ulicama ostao neiskoriSten kapacitet, to je takoder dokaz da je teorem Siroko
primjenjiv, jer u radu su uzeta ograniCenja po broju voznih traka i radu semafora. Dokaz
neiskoristenih kapaciteta u pojedinim ulicama dokaz je to¢nosti, jer npr. ulaz u mrezu, u ulici
Fiorella la Guardia, je u jednoj voznoj traci, dok je izlaz, u ulici Zrtava fagizma, u vise voznih
traka, pa je na tom mjestu logi¢an neiskoristen kapacitet. On bi vjerojatno bio iskoriSten kad
bi se u proracun uzele sporedne ceste, kojima se takoder ukljucuju vozila u tu ulicu te npr.
ukljucivanja iz tri garaze u blizini. Takoder, primjena teorema moguca je na puno Sirim
podruc¢jima kao i na manjim, npr. na podrucju jedne ulice. Ovim primjerom, u dijelu grada
Rijeke, izracunat je maksimalan kapacitet za navedeni put kroz odredene ulice, s uvedenim
odredenim ograni¢enjima i on iznosi 1971 voz/h. Siroka primjenjivost daje mnogobrojne

mogucnosti, ovisno o potrebama, lokaciji, uvjetima dionice itd.
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7. ZAKLJUCAK

Razni prometni problemi mogu biti prikazani putem grafova. To je vrlo ucinkovito jer
je problem vizualno pojednostavljen te se upotrebom algoritama moze pronaci najbolje
moguce rjeSenje. Svojstva problema prikazana u grafu omogucavaju uvid u realnu situaciju te
mogucénosti njegova rjeSavanja. S obzirom da je u prometnim problemima grafu potrebno
dodijeliti odredene vrijednosti, graf postaje tezinski graf, odnosno mreza, iz koje je moguce
isCitati potrebna obiljezja. Slijedom navedenog, teorija grafova kao matematicka disciplina
vrlo ucinkovito prikazuje prometne probleme i omogucuje njihovo rjeSavanje matematickim

metodama.

Vrlo vaznu stavku matematicke discipline predstavljaju algoritmi. Pomoc¢u njih
rjeSavaju se problemi prikazani grafovima, §to je vrlo efikasno u problemskim prometnim
situacijama. Na primjeru koriStenog algoritma u radu potvrdena su svojstva algoritama te je
rjeSavanjem dokazana njegova ucinkovitost; dokazano je rjeSavanje odvojenim koracima koji
vode konacnom cilju, nakon odredenog broja koraka dolazi se do rezultata, za iste ulazne

podatke rezultat je jednak i algoritam je primjenjiv za vise ulaznih vrijednosti.

Maksimalan protok Cest je transportni problem, vidljiv u razli¢itim vrstama prometa i
situacijama te je matemati¢no modeliranje, upotrebom algoritama na mrezama, u¢inkovito u
rjeSavanju takvih teSkih problema. U radu je koristen Ford-Fulkersonov algoritam, na
problemu pronalaska maksimalnog kapaciteta u ulicama u centru grada Rijeke te je dokazana
primjena 1 ucinkovitost algoritma na grafove, odnosno mreze, u rjeSavanju prometnog
problema koji se Cesto pojavljuje 1 koji je teSko rjeSavati. Racunanje je prikazano objema
metodama koje se koriste za racunanje Ford-Fulkersonovog teorema, metodom dodavanja

pozitivnog toka i metodom etiketiranja.

Poznavanje kapaciteta bitan je inzenjerski podatak za donoSenje zakljucaka te prema
kapacitetu se proraCunavaju svi modeli i mjere efikasnosti. Potrebno je dokazati kapacitivnu
efikasnost te da cestovna mreza moze primiti planirano i postojeée prometno opterecenje.
Problem izraCunavanja kapaciteta predstavlja tezak problem zbog nemoguénosti homogenog

toka te se u proracun uzimaju relativne vrijednosti. Kada bi prometni tok mogao biti
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homogen, tj. kada bi sva vozila ostvarivala jednaku brzinu na odabranoj dionici, na kojoj bi
bili jednaki uvjeti voznje, kada bi put kocenja bio jednak i kada bi odluke vozaca bile iste,
kapacitet bi bilo mnogo jednostavnije izracunati. Medutim, ve¢ same odluke vozaca dovode
do nehomogenosti, Sto onda predstavlja teze izraCunavanje. S obzirom da znacenje kapaciteta
pretpostavlja maksimalan broj vozila koji cesta moze primiti u danim uvjetima, matematicko

modeliranje omogucava izra¢un s odredenim uvjetima na odabranoj cesti.

Izracun kapaciteta pomocu formule temelji se na ulaznim podatcima brzine i
sigurnosnog razmaka, dok se ostale varijable, koje utjecu na kapacitet, zanemaruju. Prema tim
ulaznim podatcima izra¢un daje podatke o 1800 voz/h pri sigurnosnom razmaku od 2 s,
odnosno 3600 voz/h pri 2 s. Medutim, uvjeti na cesti nikad nisu homogeni te na kapacitet
utjecu razliciti ostali faktori, npr. bocne smetnje, ciklusi semafora, tehnicki elementi ceste,
znakovi stop, broj voznih traka itd.. Glede navedenog, kapacitet za razliCite vrste ceste i za

razli¢ite dionice ceste razliCit je zbog razlicitih uvjeta te ga je tesko izracunati.

U radu je prikazan izracun na primjeru Bankoka, ali bez dodatnih ulaznih podataka,
temelji se na odnsou brzine i kapaciteta. Na primjeru ulica u centru grada Rijeke prikazan je
izraGun pomocu Ford-Fulkersonova teorema, gdje su uvedeni parametri trajanja faza zelenog
svjetla na semaforu i broja voznih traka u ulicama i kroz ulice. Dobiveni rezultat iznosi 1917
voz/h po satu zelenog svjetla, $to ukupno gledano, predstavlja rezultat koji govori da je
kapacitet u centru grada Rijeke na dobrom nivou. Na odredenim ulicama vidljiv je
neiskoriSteni kapacitet, medutim, kapacitet je izraCunat za odredene ulice, dok sporedne ulice,
izlaz iz garaza u ulice itd. nisu uzete u proracun. Iz navedenog je vidljivo da se moze u

proracun uzeti bilo koja cesta ili ulica, sa svojim specifi¢nostima te izraunati kapacitet.
Cilj u radu je bio dokazati izracun kapaciteta na odabranim ulicama kroz dvije metode

1 dokazati Siroku primjenjivost na bilo kojoj lokaciji, $to je ovim izra¢unom, na primjeru

centra grada Rijeke, pomocu Ford-Fulkersonovog teorema i postignuto.
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